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[Samenvatting]

De eerste vraag die we willen oplossen in deze scriptie is: “hoe
zien de homomorfismen tussen halfenkelvoudige algebra’s eruit?”
Aangezien elke halfenkelvoudige algebra isomorf is aan een ma-
trixalgebra, kunnen we ons beperken tot homomorfismen van
matrixalgebra’s. Elk wezenlijk verschillend homomorfisme corres-
pondeert op een basistransformatie na met een Bratteli diagram.
We specificeren hierna de basistransformaties, zodat we alle mo-
gelijke homomorfismen in termen van Bratteli diagrammen weer
kunnen geven. We zien dat bij de basistransformaties de commu-
tant van het beeld een belangrijke rol speelt. We werken deze uit
en introduceren een duaal Bratteli diagram. We bestuderen de re-
latie tussen dit diagram en de commutant. Als laatst bekijken we
(matrixalgebra)-representaties van quivers. We bestuderen wat de
ruimte van representaties modulo equivalentie is en geven een aan-
tal specifieke voorbeelden.
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1 Inleiding

Een ’ongeveer’ eindig dimensionale C*-algebra A, een AF algebra, is een limiet van eindig
dimensionale C* algebra’s:
1—00

Elke C* algebra is isomorf met een matrixalgebra over C en daarom kunnen de homomorfismen
tussen deze algebra’s precies beschreven worden. Ola Bratteli is een Noorse wiskundige. Hij
beschreef in 1972 in zijn artikel [2] hoe die afbeeldingen tussen C*-algebra’s eruit zien en hoe
je aan de hand daarvan een diagram kan maken voor een AF algebra. Het blijkt dat zijn ge-
construeerde diagrammen mooie eigenschappen hebben. Zo kun je bijvoorbeeld uit een gegeven
diagram alle diagrammen construeren die corresponderen met een AF-algebra die isomorf is aan
de originele. Mooie voorbeelden van deze diagrammen zijn te vinden in [1].

De door Bratteli bedachte diagrammen werden later Bratteli diagrammen genoemd. Ze zijn erg
handig om kenmerken van AF algebra’s te weten te komen. Ze zijn tevens ook de aanleiding
voor deze scriptie. Deze scriptie bekijkt de diagrammen echter in een wat andere context. Het
begrip Bratteli diagram wordt geintroduceerd voor een halfenkelvoudige algebra. Daartoe wordt
eerst bewezen dat elke halfenkelvoudige algebra isomorf is met een matrixalgebra, een algebra
van de vorm @ My, (k). Daarna worden de homomorfismen tussen twee matrixalgebra’s op
een basistransformatie na beschreven. Bij elk wezenlijk verschillend homomorfisme wordt dan
een Bratteli diagram gemaakt. Het aantal mogelijke homomorfismen tussen een matrixalgebra
A en B correspondeert op een basistransformatie na precies met het aantal mogelijke Bratteli
diagrammen bij A en B.

Vervolgens vertelt deze scriptie meer over de basistransformaties. Voor een gegeven Bratteli dia-
gram B bij matrixalgebra’s A en B worden de basistransformaties ¢,4(-) gegeven door gég(-) g !
voor een g € GL(B). Onder conjugerende werking van GL(B) op de verzameling van homomor-
fismen, geeft de baan van ¢p alle homomorfismen die ontstaan zijn uit een basistransformatie.
De baan blijkt te worden gegeven door GL(B) modulo de commutant van ¢(A) C B. Vervolgens
wordt bepaald hoe de commutant er precies uit ziet en worden Bratteli diagrammen gerelateerd
aan dit onderwerp. Het duale Bratteli diagram wordt geintroduceerd en deze correspondeert
met een homomorfisme van de commutant naar de algebra B.

Alle mogelijke homomorfismen tussen twee matrixalgebra’s zijn dus precies bepaald in termen
van Bratteli diagrammen. Het is een logisch gevolg om vanuit hier netwerken van homomor-
fismen te bekijken. Dit wordt gedaan door middel van quivers, gerichte grafen met mogelijke
lussen en meer kanten tussen twee vertices. Een representatie van een quiver is een toewijzing
van matrixalgebra’s aan de vertices en homomorfismen aan de kanten. De toewijzing van de
matrixalgebra’s wordt vast genomen. Omdat bekend is hoe alle homomorfismen eruit zien, kan
simpel worden bepaald hoe de ruimte van represenaties eruit ziet. Representaties m en 7’ zijn
equivalent als er een collectie automorfismen {a;}ics is, zodat me = ay(e) © 7, © crg(e) voor elke
kant e. De collectie van automorfismen werkt op de ruimte van representaties. Op deze manier
kan algemeen worden bepaald hoe de ruimte van representaties modulo equivalentie in termen
van Bratteli diagrammen eruit. In een aantal voorbeelden wordt deze ruimte specifiek.

Het blijkt dus dat ook automorfismen een belangrijke rol spelen. Deze worden dan ook uitvoerig
behandeld in de sectie voorafgaand aan die over quivers. De verzameling van automorfismen
van een algebra A blijkt gelijk te zijn aan PGL(A) x S(A), waar S(A) de verzameling van
permutaties van blokken van A van gelijke dimensies is.

Het idee om te kijken naar deze quivers is afkomstig van Matilde Marcolli en Walter D. van
Suijlekom en te lezen in hun artikel [3]. Zij definiéren een representatie van een quiver als een
toewijzing van objecten van een categorie aan de vertices en homomorfismen aan de kanten. Ze
bekijken in het bijzonder de categorie waarvan de objecten bestaan uit eindig spectrale tripels.



Door het vak Eindig-dimensionale algebra’s te volgen is mijn interesse gewekt voor dit gebied van
de wiskunde. Tijdens dit vak heb ik veel kennis opgedaan over algebra’s en in het bijzonder ook
over halfenkelvoudige algebra’s en represenatietheorie. We werkten met het boek Introduction
to representation theory [5]. Veel van die kennis heb ik kunnen gebruiken als opstapje voor mijn
scriptie. Mijn eerste doel was het beschrijven van de homomorfismen tussen matrixalgebra’s.
Daarvoor heb ik gebruik gemaakt van een propositie uit het boek [4], geschreven door G. Landi.
Het bewijs bestond uit een kleine vijf regels. Daar heb ik een duidelijkere en uitgebreide versie
van gemaakt. Daarna ben ik verder gegaan met de basistransformaties en heb ik me vooral
beziggehouden met de relaties tussen de commutant en het Bratteli diagram. Hierbij heb ik
veel gebruik gemaakt van kennis van het vak Symmetrie. Toen ik alle mogelijke homomorfisme
beschreven had, waren er meerdere wegen mogelijk om op te gaan. Uiteindelijk zijn dat re-
presentaties van quivers geworden. Ik vertaalde de quivers van eindige spectrale tripels uit het
artikel [3] naar mijn eigen context. Ik heb met heel veel plezier aan deze scriptie gewerkt en vond
het erg leuk om me in dit onderwerp te verdiepen. Ik heb ook gezien dat dit onderwerp nauw
verwant is met onderwerpen waarvoor Functionaalanalyse vereiste voorkennis is. Een logisch
vervolg van deze scriptie zou dan ook zijn de onderwerpen die ik behandeld heb, in een andere
setting te bekijken, waarvoor deze kennis nodig is. Omdat mij dat erg leuk lijkt, ga ik volgend
jaar het vak Functionaalanalyse nog volgen.



2 Inleidende definities

2.1 Algebra’s

Definitie 2.1. Een algebra over een lichaam k is een vectorruimte A over k met een k-bilineaire
vermenigvuldiging A x A — A, (a,b) — a e b. Naast de eigenschappen van een vectorruimte
heeft A dus de volgende extra eigenschappen:

(i) (a+b)ec=aec+bec vooralleabceA
(ii) ae(b+c)=aeb+aec voor alle a,b,c € A
(ili) ae Ab=MA(aeb) = (Xa)eb voor alle a,b € A, voor alle A € k

We noteren voor a e b in het vervolg ab.

Definitie 2.2. Een associatieve algebra is een algebra A over een lichaam k die voldoet aan
(ab)e = a(bc) voor alle a,b, c € A.

Definitie 2.3. Een unitale algebra is een algebra A over een lichaam k die een neutraal element
bevat; er is een 1 € A zodat 1la = al = a voor alle a € A.

Opmerking 2.4. Als een algebra A een neutraal element heeft, is deze uniek. Stel dat 1 en 1/
neutrale elementen van A zijn. Dan geldt 1 =11 =1".

Voorbeeld 2.5. De verzameling van (n x n)-dimensionale matrices met coéfficiénten uit het
lichaam k, genoteerd als M, (k), is een unitale associatieve algebra over het lichaam k. De
bilineaire vermenigvuldiging is de gewone matrixvermenigvuldiging en de eenheidsmatrix is het
neutrale element.

Voorbeeld 2.6. Definieer End(V') := {f : V. — V | f een lineaire transformatie}. Wanneer
V' een vectorruimte over k is, is End(V') een unitale associatieve algebra over k. De bilineaire
vermenigvuldiging van twee elementen ¢ en v uit End(V) is de compositie van ¢ en 1. Het
neutrale element is de identieke transformatie f : V' — V met f(v) = v voor alle v € V.

Definitie 2.7. De directe som van de algebra’s Ay, ... A,, genoteerd als A :== A1 & ... & A,,
is de directe som van Ai,..., A, gezien als vectorruimten. De vermenigvuldiging van A is als
volgt gedefinieerd: ab = (a1,...,ayn)(b1,...,bn) = (a1by,...,ay,by,) voor alle a,b € A.

Definitie 2.8. Zij A = @ My, (k) met r,di,...,dn € N een algebra. We noemen A een
matrizalgebra.

Voor het vervolg nemen we aan dat een algebra A over een lichaam k associatief en unitaal is.

Definitie 2.9. Zij A en B twee algebra’s en ¢ : A — B een lineaire afbeelding. Dan heet ¢ een
homomorfisme van algebra’s als hij voldoet aan de volgende twee eigenschappen:

(1) ¢(araz) = ¢(a1)¢(az)
(i) ¢(1a) = 1p.

Hierbij zijn 14 en 1p het neutraal element in A respectievelijk B.
Definitie 2.10. Een isomorfisme van algebra’s is een bijectief homomorfisme van algebra’s.

Opmerking 2.11. Zij A en B twee algebra’s over het lichaam k en # : A — B een bijectief
homomorfisme van algebra’s. Dan is 67! ook een homomorfisme van algebra’s, want voor alle
b,b1,by € B en a,a1,as € A met 071(b) = a, 071(b1) = a1, 0~ (ba) = az geldt:
(i) 971(51 + bQ) = 971(9(611) + 9(@2)) = 9*1(9(a1 + ag)) =a1+ay = 971(171) + 971(62)
(i) 071 (A\b) = 01 (\(a)) = 071 (0(Na)) = Aa = A\0~L(b) voor alle \ € k
(iii) 971(5152) = 971(9(611)9(@2)) = 971(9(0,1(12)) =a1-ag = 971(()1)971(52)



Definitie 2.12. Een automorfisme van een algebra A is een isomorfisme o : A — A. We noteren
Aut(A) voor de verzameling van alle automorfismen van A.

Propositie 2.13. Er is een isomorfisme van algebra’s tussen End(k™) en M, (k).

Bewigs. Definieer @ : M, (k) — End(k™), A — ¢4 met ¢p4(c) = Ac voor alle ¢ € k™, beschouwd
als kolomvector. Het is duidelijk dat Im ® C End(k"™). De afbeelding ® is een homomorfisme:

(i) ®(A+ B)(c) = ¢arB(c) = (A+ B)c = Ac+ Be = ¢a(c) + ¢p(c) = ®(A)(c) + 2(B)(c)
voor alle A, B € M,,(k), voor alle ¢ € k"
(ii) ®(AA)(c) = paalc) = (MA)c = A(Ac) = Apa(c) = AP(A)(c) voor alle A € M,,(k), voor
alle A € k
(iii) ®(AB)(c) = ¢ap(c) = (AB)c = A(Bc). Aan de andere kant hebben we dat: ®(A) o
®(B)(c) = pa0¢p(c) = da(dp(c)) = Adp(c) = A(B).
Definieer @' : End(k") — M, (k), ¢ — ((¢(e1)),...,(¢(en))) met e; de kolomvectorvector be-
staande uit een 1 op de i-de plaats en verder overal nullen. Deze vectoren vormen tevens een
basis voor k™.
We bewijzen dat de afbeelding @' de inverse van ® is. Dan volgt immers dat ook ®' een homo-
morfisme is en dan zijn we klaar.
- Zij A € M,,(k). Dan hebben we dat ® o ®(A) = ®'(pa) = ((paler)),...,(dalen))) =
((A-e1),...,(A-e,)) = A. De laatste stap zie je door simpelweg uitschrijven.
- Zij ¢ € End(k"™). Dan hebben we dat ® o ®'(¢) = ®(d(e1), ..., d(en)) = Bp(er),....p(en))- BN
D(g(er),.dlen)) (€) = ((Ple1), ..., P(en))-c = pler)ci+. . .+d(en)cn = crer)+. . . +d(cnen)=

¢(cre1 + ...+ cpen) = ¢(c) voor alle ¢ € k™, aangezien ¢ een k-lineaire transformatie is.

Dus End(k™) = M, (k). O

Definitie 2.14. Een deelalgebra van een algebra A is een lineaire deelruimte B C A die gesloten
is onder de geinduceerde vermenigvuldiging en het neutrale element bevat.

Propositie 2.15. Zij A, B twee algebra’s en ¢ : A — B een homomorfisme. Het beeld van ¢:
Im ¢ C B is een deelalgebra van B.

Bewijs. Het eenheidselement is een element van Im ¢, wegens eigenschap (ii) uit definitie 2.9.
Vervolgens hebben we voor by = ¢(ay1),b2 = ¢(az) € Im¢ dat biba = ¢(a1)d(az) = P(araz) €
Im ¢. Daarmee is voldaan aan de eisen uit de vorige definitie. O

2.2 Representaties

Definitie 2.16. Een representatie van een algebra A is een vectorruimte V tezamen met een
homomorfisme van algebra’s p : A — End (V). Een representatie kan men dus noteren als (V, p),
maar in de praktijk noemen we alleen de vectorruimte en laten we het homomorfisme achter
wege. Daarnaast korten we p(a)v vaak af als av.

Voorbeeld 2.17. De vectorruimte k™ is een representatie van M, (k) met p : M, (k) — End(k"),
p(A)v = Av. De afbeelding p is dan een homomorfisme van algebra’s volgens propositie 2.13.

Voorbeeld 2.18. Zij A een algebra, dan is A zelf ook een representatie. De afbeelding p :
A — End(A) is gedefiniéerd door p(a)(b) = ab, het gewone product. We gaan makkelijk na
dat deze afbeelding inderdaad een homomorfisme is. Deze representatie noemen we de reguliere
representatie van A.

Voorbeeld 2.19. Zij A = k voor een lichaam k. Dan is een representatie V' van A een vector-
ruimte over k. Het bijbehorende homomorfisme p : & — End(V) is triviaal.
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Definitie 2.20. Een deelrepresenatie van een representatie V' van een algebra A is een lineaire
deelruimte W C V die invariant is onder alle afbeeldingen p(a) : V. — V, a € A. Met andere
woorden p(a)(w) € W voor alle w € W, voor alle a € A.

Opmerking 2.21. 0 en V zijn altijd deelrepresentaties van een representatie V.

Definitie 2.22. Een representatie V 2 0 heet irreducibel als 0 en V' zijn enige deelrepresentaties
zijn.

Voorbeeld 2.23. Als A = k, dan is A de enige irreducibele representatie van A. Hij is inderdaad
irreducibel, want zij W # 0 een deelrepresentatie van A, dan hebben we dat voor alle a € A,
voor alle w € W, er een w' € A is met w'w = a. Dus W = A. Omdat alle represenaties van A
vectorruimten over k zijn, is A de enige irreducibele.

Propositie 2.24. Zij V # 0 een eindig dimensionale representatie van een algebra A. Dan
heeft V' een irreducibele deelrepresentatie.

Bewijs. We nemen aan dat V niet irreducibel is, anders kunnen we V zelf als deelrepresentatie
nemen. Zij 0 C W C V zodat de dimensie van W minimaal is. Deze kunnen we vinden omdat
V eindig dimensionaal is. Stel dat W niet irreducibel is, dan is er een deelrepresentatie W’ met
0 C W C W. Dan geldt: dim(W') < dim(W) en dit is in tegenspraak met de minimaliteit van
de dimensie van W. We hebben dus een irreducibele deelrepresentatie van V' gevonden. O

Definitie 2.25. Zij V; en V5 twee representaties van een algebra A. Een intertwiner of ver-
vlechtingsoperator ¢ : Vi — V5 is een lineaire afbeelding met de eigenschap dat hij commuteert
met de werking van A, ofwel ¢(py; (a)v) = pyy,(a)d(v).

Definitie 2.26. Een isomorfisme van representaties is een bijectieve intertwiner.

Opmerking 2.27. Als ¢ : V7 — V5 een isomorfisme van representaties is, dan is de lineaire
afbeelding ¢! : Vo — V; dit ook. Dit volgt op dezelfde manier als in opmerking 2.11.

Definitie 2.28. Zij Vi ...V, representaties van een algebra A. Dan is de ruimte ;" ; V; een
representatie en het bijbehorende homomorfisme PO,V werkt als volgt:

P v (@01 ® ... B v,) = pra (@)1 & ... @ py, (@)

voor a € A, v; € V.

We zullen nu het lemma van Schur gaan bewijzen. Een eenvoudig te bewijzen stelling, maar erg
nuttig. We zullen hem later dan ook nog gebruiken.

Stelling 2.29 (Lemma van Schur). Zij Vi, Va twee representaties van een algebra A over een
lichaam k en zij ¢ : V1 — Vi een intertwiner ongelijk aan de nulafbeelding. Dan geldt het
volgende:

(i) Als V1 irreducibel, dan is ¢ injectief.

(ii) Als Va irreducibel, dan is ¢ surjectief.

Als V1, V4 beide irreducibel zign, dan is ¢ dus een isomorfisme.
Bewijs. (i) De kern van ¢ is een deelrepresentatie van Vi, want ¢(av) = a¢(v) = 0. Dus
av € ker ¢ voor alle v € ker ¢, voor alle a € A. Omdat V; irreducibel is geldt ker ¢ = 0 of

ker ¢ = V1. In het laatste geval zou dit echter betekenen dat ¢ = 0, hetgeen we hadden
uitgesloten. Dus ¢ is injectief.
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(ii) Het beeld van ¢: Im ¢ is een deelrepresentatie van V5, want voor een w € Im¢ en v € V3
met ¢(v) = w geldt: aw = ad(v) = ¢p(av) € Im ¢. Omdat V5 irreducibel is geldt Im ¢ = V5
(want Im ¢ # 0). Dus ¢ is surjectief.

O]

Stelling 2.30 (Lemma van Schur voor algebraisch afgesloten lichamen). Zij V' een eindig di-
mensionale irreducibele representatie van een algebra A over een algebraisch afgesloten lichaam
ken zij p:V —V een intertwiner. Dan geldt ¢ = A voor een A € k.

Bewijs. Zij A\ een eigenwaarde van ¢. Dit is een nulpunt van het karakteristieke polynoom van
¢ en bestaat aangezien k algebraisch afgesloten is. Bekijk de afbeelding ¢ — Al. Dit is een
intertwiner, want hij is linear en er geldt:

(¢ — M) (av) = ¢(av) — Ml(av) = ap(v) — aXl(v) = a(¢p — AI)(v)

voor a € A,v € V. De determinant van deze afbeelding is nul en dus heeft de afbeelding geen
inverse. Het kan dus geen isomorfisme zijn en we concluderen dan omdat V irrecucibel is met
de vorige stelling dat ¢ — Al de nulafbeelding is. O

2.3 Idealen

Definitie 2.31. Een links-ideaal van een algebra A is een deelruimte I C A zodanig dat ia € A,
voor alle i € I, voor alle a € A. Op dezelfde manier kunnen we een rechts-ideaal van A definiéren.
Er geldt dan ai € A, voor alle i € I, voor alle a € A. Wanneer I een links- en een rechts-ideaal
is, noemen we I een tweezijdig ideaal.

Opmerking 2.32. Een links-ideaal I van een algebra A is een deelrepresentatie van de reguliere
representatie. Hij is namelijk per definitie invariant onder alle lineaire afbeeldingen ¢ : I — I.
Een rechts-ideaal I van een algebra A is een deelrepresentatie van de reguliere represenatie
van A°P. Hier is A°® de algebra bestaande uit dezelfde elementen als A maar met omgekeerde
vermenigvuldiging.

Propositie 2.33. Zij ¢ : A — B een homomorfisme van algebra’s. Dan is ker ¢ een tweezijdig
ideaal.

Bewijs. Zij v € ker ¢ en a € A, dan geldt ¢(av) = ¢(a)p(v) = ¢(a) - 0 = 0. Dus av € ker ¢. Net
zo volgt va € ker ¢. Dus ker ¢ is een tweezijdig ideaal. O

Propositie 2.34. Zij A een algebra en I een tweezijdig ideaal van A, dan is A/I de verzameling
van nevenklassen van I. Zij nu m: A — A/I, de quotiéntafbeelding. Dan is A/I een algebra
met vermeniguuldiging 7(a)m(b) := 7(ab).

Bewigs. Het enige wat we hoeven te bewijzen is dat de vermenigvuldiging die we gemaakt hebben,
goed gedefinieerd is. Zij a,b € A. Stel m(a) = w(a’) dan:

7(a’b) = w(ab+ (a’ — a)b) = w(ab) + n((a’ — a)b) = w(ab) + 7(a’ — a)7(b) = w(ab),

wegens het feit dat w(a’ — a) € I.
Stel 7(b) = 7(V') dan:

m(ab’) = m(ab+ a(t' — b)) = w(ab) + w(a(t) — b)) = 7(ab) + 7(a)7 (' — b) = 7(ab),

wegens het feit dat w(b' — b) € I. De vermenigvuldiging is dus goed gedefinieerd en dus is A/
een algebra. O
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Definitie 2.35. Voor een algebra A en een tweezijdig ideaal I C A is A/I zoals in de vorige
propositie gedefinieerd de quotiént algebra van A modulo I.

Opmerking 2.36. Hetzelfde kunnen we ook doen voor een representatie V' van een algebra A
en een deelrepresentatie W C V. Zij w : V. — V/W de quotiéntenafbeelding. Dan is V//W ook
een representatie met de volgende werking: py w7 () := m(py (a)x) voor z € V.

Stelling 2.37 (Eerste isomorfiestelling voor algebra’s). Zij A en B twee algebra’s en f : A — B

een homomorfisme. Er geldt:
A/ker f 2 1Im f.

Wanneer f surjectief is, hebben we dat A/ ker f = B.

Bewijs. Laat m: A — A/kerf de quotiéntenafbeelding zijn. Dat deze afbeelding goed gedefini-
eerd is volgt uit vorige propositie. We maken een afbeelding ¢ : A/ ker f — Im f, 7(a) — f(a)
voor alle a € A. We gaan eerst na dat dit een homomorfisme is:
- o(m(1a)) = f(1a) = 1B
- voor alle m(a1),m(a2) € A/ ker f geldt ¢p(m(a1)m(az)) = ¢(mw(araz)) = f(araz). Anderzijds
is ¢(m(a1))d(m(az)) = f(a1)f(az) = f(aiaz).
Vervolgens gaan we bewijzen dat de afbeelding bijectief is. Het is duidelijk dat de afbeelding

surjectief is. We tonen dus nog aan dat de afbeeldin injectief is: we nemen 7(a1), w(a2) € A/ ker f
met ¢(m(a1)) = ¢(m(az)). Er geldt dan:

0= ¢(m(a1)) — ¢(m(az)) = f(a1) — f(az) = fla1 — a2),

dus a; —ag € ker f. Dus m(a1) = w(az2). De atbeelding is dus ook injectief. Hiermee hebben we
de eerste isomorfiestelling bewezen. Merk op dat de afbeelding goed gedefinieerd is op dezelfde
manier als in de vorige propositie. ]

Definitie 2.38. Het radicaal van een eindig dimensionale algebra A is de verzameling van
elementen uit A die als 0 werken op alle irreducibele representaties van A. Dus:

Rad(A) :={a € A | p(a)v = 0,voor alle v € V, voor alle irreducibele representaties V' van A}.

Propositie 2.39. Rad(A) is een tweezijdig ideaal.

Bewijs. Zij a € Aenr € Rad(A). Zij V een willekeurige irreducibele representatie van A en v €
V. Dan geldt p(ar)v = p(a)p(r)v = p(a) -0 = 0. Dus ar € Rad(A). En p(ra)v = p(r)p(a)v =0,
want p(a)v is ook een element uit V' en dus werkt a hierop als 0. Dus ra € Rad(A). Hieruit
volgt dan dat Rad(A) een tweezijdig ideaal is. O

Definitie 2.40. Een eindig dimensionale algebra A is halfenkelvoudig als zijn radicaal, Rad(A),
gelijk is aan 0.
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3 Halfenkelvoudige algebra’s

3.1 Structuur van halfenkelvoudige algebra’s

Definitie 3.1. Een representatie V' van A heet halfenkelvoudig als hij isomorf is met een directe
som van irreducibele representaties.

Voorbeeld 3.2. Zij V een irreducibele representatie van A. Dan is End (V') halfenkelvoudig. We
zijn klaar als we aantonen dat End(V) = nV, waar nV staat voor de directe som van n kopién
van V. Zij vy, ..., v, een basis voor V, definieer dan: ¢ : End(V') — nV, ¢ — (¢(v1),...d(vy)).
We kunnen makkelijk nagaan dat dit een isomorfisme van representaties is.

We zullen in deze paragraaf gaan aantonen dat elke halfenkelvoudige algebra over een algebraisch
afgesloten lichaam isomorf is met een directe som van matrixalgebra’s.

Propositie 3.3. Zij Vi ...V, irreducibele eindig dimensionale paarsgewijs niet isomorfe repre-
sentaties van een algebra A en W een deelrepresentatie van V = @ n;V;. Hierbij noteren we
de directe som van n; kopieén van V; als n;V;. Dan is W isomorf met @ r;V; met r; < ny
en de inbedding ¢ : W — V is een directe som van inbeddingen ¢; : r;V; — n;V;. Deze wordt
gegeven door de vermenigvuldiging van een rijvector van elementen van V; met lengte r;, met

een (r; X n;)-matriz X; met lineair onafhankeligke rijen: ¢(vi, ..., vp,) = (v1,...v,)X; .
Bewijs. We bewijzen deze propositie met inductie naar n := /" n;. Voor n = 1 geldt dat
V =V, voor een i € {1,...,m}, omdat n; een positief geheel getal is voor alle i € {1,...,m}.

Een deelrepresentatie W van V' is dan gelijk aan 0 of V, omdat V; irreducibel is. En dus is W
van de gevraagde vorm met r; = 0 of r; = n;.

Vervolgens nemen we aan dat we de propositie voor n — 1 bewezen hebben en gaan we hem
bewijzen voor n. Zij W # 0 een deelrepresentatie van V' (anders konden we r; = 0 voor alle
i € {1,...,m} nemen). Neem een irreducibele deelrepresentatic P C W. Dit kan wegens
propositie 2.24. Omdat ¢ niet de nulafbeelding is (want P # 0), volgt met het lemma van Schur
dat P isomorf is met een V; voor een i € {1,...,m}. Dus de inclusie ¢|p : P < V komt overeen
met ¢|p: P — n;V;, v — (vq1,...,vq,) met qi,...,qn, niet allemaal 0.

Zij G; = GL(n;) de groep van alle inverteerbare (n; X n;)-matrices over het lichaam k. Deze werkt
op n;V; door: (v1,...,vp,) = (v1,...,vy,)g; voor alle g; € G en voor (vy,...,v,;) € n;Vj, j #i
als de identiteit. Daarmee staat ook vast hoe G; op V werkt. De werking van g; op de matrix
X; geeft X;g; en blijft X; voor j # 7. We zullen later uitgebreid terugkomen op de werking van
groepen in paragraaf 4.1.

We kunnen nu g; € G; vinden, zodat (g1, ..., qn,)g; = (1,0,...,0). Er geldt nu dat Wg; de eerste
term V; van n;V; bevat. Dus Wg; 2V, W' waar W CnmiVi&...®& (n; — 1)V, & ... B np Vi
de kern van de projectie van W g; naar de eerste term V; van n;V; is. De vectorruimte W’ is een

deelrepresentatie van V' = L nVj met 31" ) =n — 1, waar

]
, n;—1 alsj=1
n, = .
J n; anders

~Y

We kunnen nu dus de inductieaanname toepassen. Er geldt dus W' = @, riV; met 7} <

n;. Dus Wg; = V; & @2, r}Vi. We hebben dan de bijbehorende inclusieafbeelding W' —

7 (2
;" n,V; en bijbehorende matrix X/ (uit de inductie aanname) en daarmee hebben we de

inclusieafbeelding W — @, V; die gegeven wordt door vermenigvuldiging met:

1 0
(0 X!) gi-
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Propositie 3.4. Zij V een eindig dimensionale representatie van een algebra A over een lichaam
k, waarbij k algebraisch afgesloten is, en vy,...v, € V onafhankelijke vectoren. Dan bestaat er
voor elke wy,...,w, €V een element a € A zodat av; = wj.

Bewigs. Stel dat dit niet geldt, dan zien we dat de afbeelding 6 : A — nV, a — (avy,...,av,)
niet surjectief is en dus is Im 0 een deelrepresentatie ongelijk aan nV. Laat X de (r X n)-matrix
zijn, met r < n, zoals in de vorige propositie. Neem nu a = 1. We zien dat er dan vectoren
Ui, ..., ur €V ozijn met (ui,...,u)X = (vi,...,v,). Zij ¢ # 0 zodat X(q1,...,q,)T = 0.

Zo'n vector kunnen we altijd vinden. Dan is > qv; = (u1,...,u.)X(q1,...,¢.)7 = 0. Dus
> qiv; = 0. Omdat vy, ...v, onafhankelijk zijn volgt ¢; = 0 voor alle ¢ € {1,...,n}. Dit is in
tegenspraak met de eis dat g # 0. O

Stelling 3.5 (Dichtheidsstelling). (i) Zij V een irreducibele eindig dimensionale representatie

van A, waarbij A zoals in propositie 3.4, dan is de afbeelding p : A — End(V') surjectief.
(ii) Zij V=Vi & ... 3 V,, metV; irreducibele paarsgewijs niet isomorfe representaties van A.
Dan is de afbeelding ®]_,p; : A — @;_, End(V;) surjectief.

Bewigs. (i) Zij ¢ € End(V) en zij vy,...,v, een basis voor V. Definineer w; = ¢(v;). Volgens
de vorige propositie is er een a € A met av; = w; voor alle i € {1,...,n}. Dan geldt:
pla)v; = av; = w; = ¢(v;). En dus heeft ¢ een origineel.

(ii) Omdat @]_,End(V;) halfenkelvoudig is (voorbeeld 3.2), is hij isomorf met &]_,d;V;, waar
dimV; = d;. Het beeld Im @]_,p; is een deelrepresenatie van @&]_; End(V;). We kunnen
Propositie3.3 toepassen en daaruit volgt dat Im ®]_, p; = @®_, Im p;. Elke p; is surjectief

1=
uit deel (i) van deze stelling, dus is ook ®]_, p; surjectief.

O]

Stelling 3.6. Zij A een eindig dimensionale algebra over een lichaam k met k algebraisch
afgesloten. Dan heeft A slechts eindig veel irreducibele representaties V; (op isomorfisme na).
Deze representaties zijn eindig dimensionaal en

A/ Rad(A) = 5 End(V;).

Bewigs. Zij V een irreducibele representatie van A. We zien dat Av een deelrepresentatie is van
V voor elke v #£ 0,v € V. Omdat V irreducibel is en aV # 0, geldt Av =V en dus is V eindig
dimensionaal.

Stel dat Vi,...,V, irreducibele representaties, paarsgewijs niet isomorf. Dan is het homomor-

fisme
P ri: A— P End(V)

volgens de dichtheidsstelling surjectief. En dus geldt » < ) . dimEnd(V;) < dim A en dus zijn
er maar eindig veel irreducibele representaties.

Zijnu Vi ...V, alle irreducibele representaties van A. Dan is de afbeelding &, p; zoals hierboven
surjectief. In de kern van deze afbeelding zitten alle elementen uit A die op elke irreducibele
representatie als 0 werken. Dus de kern is precies Rad(A). Met de eerste isomorfiestelling volgt
het gevraagde isomorfisme. O

Opmerking 3.7. Zij Ay, ..., A, algebra’s met eenheden 11,...,1,. Zijj A= A1 ®...®A,. Dan
geldt 1;1; = d;;1; en de eenheid van A is 1 =1; + ...+ 1,. Voor elke representatie (V, p) van A

geldt dat (1;V, p;) een representatie is van A; voor alle i € {1,...,n}, waarbij p; = p|1,v.
Andersom hebben we dat als (V1,p1),...,(Vy, pn) representaties van respectievelijk A, ..., A,
zijn dan is (V1 @ -+ @ Vo, pvig--a@v,,) een representatie van A waarbij py;g..av, ((a1,...,an)) =

(pvi (@), .. pv,,(an))-
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Lemma 3.8. Zij V' een representatie van een algebra A, met A zoals hierboven. Er geldt: V is
irreducibel dan en slechts dan als 1,V irreducibel is voor precies één i € {1,...,n} en 1;V =0

V00T j # 1.

Bewijs. <= Zij 1,V irreducibel voor een ¢ € {1,...,n} en 1;V = 0 voor j # i. Dan geldt
V=1weoe...oLV =06..8LV &... 5 0. De deelrepresentaties van V' komen dus
overeen met de deelrepresentaties van 1;V. Omdat 1;V irreducibel is, zijn 0 en 1;V de enige
deelrepresentaties. De deelrepresentaties van V' zijn dan 0®...®0en 0p... L,V E...00=1V.
Dus V is irreducibel.

= Zij V irreducibel. Stel dat 1;V reducibel is voor een i € {1,...,n}. Dan is er een deelrepre-
sentatie U van 1;V ongelijk aan 0 en ongelijk aan 1;V. Dan geldt dat U C V een deelrepresentatie
van V is ongelijk aan 0 en ongelijk aan V. Omdat V irreducibel is kan dit niet en daarom is
1;V voor geen enkele i € {0, ...,n} reducibel.

Stel dat 1,V en 1;V voor 4,5 € {1,...,n} j # i irreducibel zijn. Dan geldt dat 1,V C V een
niet-triviale deelrepresentatie is, want 1;V is ongelijk aan 0 en ongelijk aan V. Omdat V irre-
ducibel is kan dit niet. We concluderen dat 1;V voor precies één i € {1,...,n} irreducibel is en
1;V = 0 voor alle j # 1. O

Stelling 3.9. Zij A = @)_, My, (k) voor een lichaam k. Dan zijn Vi = k% ...V, = k% de
irreducibele representaties van A en elke eindig dimensionale representatie van A is een directe
sommen van kopieén van Vi,... ,V,.

Bewijs. We zullen eerst bewijzen dat k¢ de enige irreducibele representatie is van Mgy(k).

Dat k¢ een representatie is zien we in voorbeeld 2.17. Zij W # 0 een deelrepresentatie van k¢
en zij w € W en v € k% willekeurig. Dan is er een a € My(k) zodat aw = v. Dus v € W en dus
W = k% Dus is k% irreducibel.

We definiéren voor elke (i,j) € {1,...d}? de matrix E;; € Mgy(k) als de matrix die een 1 heeft
in de i-de rij van de j-de kolom en verder overal een 0.

Zij V een eindig dimensionale representatie van My(k).

We zullen eerst een aantal beweringen bewijzen.

Bewering 1. Er geldt: V = E11V @& ... 0 EgV.
Bewijs bewering 1: 7Zij v € V, dan kan v geschreven worden als

’U:H’U:(EH+...+Edd>’1):Eu’l)—‘r...—i-Edd'l),

waarbij I de (d x d)-dimensionale eenheidsmatrix is. We bewijzen dat deze schrijfwijze uniek is.
Stel v = ui+... 4+ ug met u; € E;V en noteer u; = Eju;. Als we aantonen dat u; = Ejv dan
zijn we klaar:

Eijv=FEjj(ui + ...+ uq)
= Ei(Eyu) + ...+ Egqul)
= EiEnu) + ...+ B Egqul,
= B

= Uj.

Bewering 2. De afbeelding ®; : E11V — E;V, v — FE;jv is een isomorfisme voor elke i €

{1,...,d}.

Bewijs bewering 2: De afbeelding ®; is goed gedefinieerd, want voor v € E11V geldt v = Fy1v/.
Dus Fjjv = EilEu’Ul = EﬂUI = EMEHUI € E;V, omdat Eﬂl}’ eV.

De afbeelding ®; is lineair:
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(I)Z'(U + w) = Eﬂ(v + w) =Fpv+ Fjw = <I>Z(v) + Q)Z(w)
<I>i()\v) = Eil ()\U) = )\Eﬂv = )\Cbi(v)
voor alle v,w € E11V, voor alle A € k.
We definiéren nu @;1 . BV — EnV, v — Epv. De afbeelding @71 is goed gedefinieerd,
want voor v € E;V geldt v = E;v'. Dus Eyjv = Ey By’ = Ejj0' = Ej1Ey0’ € E11V, omdat
E1;v" € V. Verder kunnen we op dezelfde manier als bij ®; zien dat @;1 lineair is. We laten
nog zien dat ®; en <I>i_1 elkaars inverse zijn:
- ®,0 @;1(11) = ®,(F1v) = EqnFE1v = Ejv. Env € E;V, dus v = E;v' voor een v/ € V.
Dus Eiﬂ) = EiiEiiU/ = Eiﬂ), = .
- q)i_l otI%(v) = (p;l(EilU) = Fi;Ejqv=FEjv. Env e E1V,dusv = Env' voor een v’ € V.
Dus EHU = E11E11’Ul = EHU, = .

En dus is ®; een isomorfisme.

Definieer voor elke v € E11V, S(v) := (E11v, Ea1v, . .., Egv)
Bewering 3. De ruimte S(v) is een deelrepresentatie van V. en is isomorf aan k.
Bewigjs bewering 8: Er geldt duidelijk dat S(v) C V. Daarnaast hebben we dat:

ai;p ... Qid aiq 0 ... 0
aFE;1v = . Ejv= ot v=auEnv+...+aEnv € S(U)
agr ... Q4q ag; 0 ... O
voor alle a € My(k), voor alle i € {1,...,d} en voor alle v € E1;V. Het is genoeg om alleen

naar de voortbrengers te kijken, dus S(v) is een deelrepresentatie.
Definieer vervolgens de afbeelding;:

¥ S(v) — k2 Ejv e (0,..., 1 0T
(2
voor alle i € {1,...,d}. Vervolgens breiden we v lineair uit. We laten zien dat ¢ een intertwiner

1S:

¢(aEi1’U) = ¢(a1iE11v + ...+ adiEdlv)
= alﬂ/J(Elﬂ)) “+...+ adﬂ/J(EdlU)

= (14, -, aaq)"
=a-(0,..., .1 ,...,00T
~
7
= aw(Eﬂv).
Verder is 1 surjectief, want zij (ag,...,aq)T € k?. Dan geldt voor a1 E11v+ ...+ agEqv € S(v)

dat ¥(a1E11v + ... 4+ agEqv) = (a1,...,aq)". De dimensies van k¢ en S(v) zijn gelijk, dus de
afbeelding 1 is ook injectief. Dus v is een isomorfisme.

Er geldt voor v € B3V, dat v = E11v' = Ej1E1iv' = Epjv € S(v) met v’ € V.

Bewering 4. Voor de representatie V' geldt: V = S(v1)®...® S(v), waar {v1,...,v;} een basis
is van E11V.

Bewijs bewering 4. Zij {v1,...,vx} een basis voor F1;V. Het is voldoende om te laten zien dat
elke basisvector van V' uniek te schrijven is als som van elementen uit S(v;), ¢ € {1,...,k}. De
verzameling { E;jv1, . .., Ej1v, } vormt een basis voor E;; V' vanwege het isomorfisme ®; (bewering
2). Omdat V = E1V & ... @ EgqV (bewering 1) hebben we dat {Ejv; |j € {1,...,k},i €
{1,...,d}} een basis is voor V. We willen dus laten zien dat Ej v; uniek geschreven kan worden
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als som van de elementen uit S(v;) voor elke j € {1,...,k}, i€ {1,...,d}. Er geldt v; € S(vj)
en E;jvj € S(vj), want S(vj) is deelrepresentatie van V' (bewering 3). Dus:

Eilvj:0+...+EZ‘1’U]‘+O+...+O.
J

Stel nu Ejjv; = u1 + ... + u, met u; € S(v;) voor alle i € {1,...k}. Dan is elke u; weer uit te
schrijven volgens de definitie van S(v):

Eilvj =anFrvi+...a19FBpqv1+ ... ... + ap1 Frive + ... + apgEq1 v,

met aj; € k. Dan is
El-lvj = EiiEilvj = aliEﬂUl + ...+ akiEi]_’Uk.

Omdat de vectoren Fj;jv1, ..., E;1v; lineair onafhankelijk zijn volgt nu:
0 — 1 alsj=1
10 anders
We concluderen dat als V' irreducibel is dat dan V' = S(v;), voor een ¢ € {1,...,k} (vanwege

het vorige lemma). Vervolgens weten we dat S(v;) = k% Dus V =2 k%. Dus de enige irreducibele
representatie van My (k) is k. En voor V een willekeurige representatie geldt V =2 S(v1) @...®
S(up) 2 kle... 0k

Zij nu W een willekeurige representatie van @;_; My, (k), dan is W isomorf met een som van
representaties van My, (k) (opmerking 3.7). Met het voorgaande weten we hoe die eruit zien.
Dus W is een directe som van kopién van de irreducibele representaties k%, ... k% . Als W
irreducibel is dan volgt met behulp van vorig lemma dat W = k% voor een i € {1,...,r}. O

Voorbeeld 3.10. Elke representatie van Mz(k) is van de vorm

nk® =k ao... ok
N————

n

met n een positief geheel getal. De afbeelding p : M3(k) — End(nk?) ligt nu vast door p(a)|ys,
waar p(a)v = av voor a € Mz(k).

Elke representatie van My (k) @ My (k) is van de vorm nk? met n een positief geheel getal. Elke
representatie van M3 (k) @ My (k) is van de vorm nik® @ ngk? met ny en ny positieve gehele
getallen.

Gevolg 3.11. Voor een eindig dimensionale algebra A over een algebraisch afgesloten lichaam k
geldt: A is halfenkelvoudig dan en slechts dan als A = @;_, My, (k) voor eenr endy,...,d, € N.

Bewijs. = Als Rad(A) = 0 dan volgt uit Stelling 3.6 en propositie 2.13 dat A = ;" My, (k).
< Met Stelling 3.9 zien we dat elke irreducibele representatie van A isomorf is met k% voor een
i€ {l,...,7}. Stela # 0 en a € Rad(A) dan p(a)v = 0 voor alle v € k%, voor elke i € {1,...,7}.
Kies een ¢ willekeurig, dan geldt p\Md_(k)(a)v =0, voor alle v € k%. Maar er is een v € k% zodat
alu,, (kyv # 0. We concluderen dat a ¢ Rad(A). Dus Rad(A4) = 0, dus A is halfenkelvoudig. [

Opmerking 3.12. De implicatie van rechts naar links is ook waar voor een willekeurig lichaam
k. We gebruiken in het bewijs voor deze implicatie namelijk Stelling 3.9. En deze geldt voor
een algebra A over een willekeurig lichaam k.
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3.2 Homomorfismen tussen halfenkelvoudige algebra’s

We gaan in het vervolg kijken naar halfenkelvoudige algebra’s over een algebraisch afgesloten
lichaam k. We weten uit de vorige paragraaf dat deze algebra’s isomorf zijn met een matrixal-
gebra. We zullen dan ook voortaan spreken over matrixalgebra’s.

Het doel van deze paragraaf is te bestuderen hoe een homomorfisme tussen twee matrixalgebra’s
A en B er uit ziet. Het blijkt dat we deze homomorfismen precies kunnen beschrijven.

Propositie 3.13. Zij ¢ : A — B een homomorfisme tussen matrizalgebra’s A en B, waarbij
A = Mp(k) en B =Myp(k). Dan geldt dat N een deler is van M en ¢ van de volgende vorm
18:

dpla)=a®...Da,
M
~

voor alle a € A op een basistransformatie na.

Bewijs. Omdat My (k) = End (k™) (propositie 2.13), komt ¢ overeen met het homomorfisme
tussen de algebra’s A en End(k™). We concluderen hieruit dat k¥ een representatie is van A
en dus volgens Stelling 3.9 een directe som is van k™. Dus

KM~ pNg o kN.
~—_—

[

Daarmee is M een veelvoud van N en ¢ = % Merk op dat als dit niet het geval is het gegeven
homomorfisme dus niet kan bestaan. De afbeelding ¢ ligt dus vast door ¢|;~. Deze representatie
werkt op kY als o~ (a)(v) = av voor alle a € A, voor alle v € k™. Deze representatie komt dan
precies overeen (op een basistransformatie na) met de afbeelding van A — My (k), a — a. En
dus is onze ¢ precies van de beweerde vorm. O

Voorbeeld 3.14. Zij A = My(k) en B = My(k). Elk homomorfisme ¢ tussen A en B wordt op
een basistransformatie na weergegeven door:

é(a) = (8 2) .

Zij A = M3(C) en B = M3(k). Dan kan er geen homomorfisme tussen beide algebra’s bestaan,
want 3 is geen veelvoud van 2.

Stelling 3.15. Zij A en B twee matrizalgebra’s. We noteren A = @;_ | My, (k) en B =
DL M, (k). Zij ¢ : A — B een homomorfisme. Dan geldt c; = »7I_, Njd; voor alle
j € {1l,...,m} en Nj; is een geheel getal > 0 dat van i en j afhangt. De afbeelding ¢ is
dan van de volgende vorm:

—_—

m1l Nmn

Ha1®...Bay) :al@...@al@...@an@...@an@...@al@...@al@...@an@...@an
— — —
Ni1 Nin N,
met a; € My, (k), korter genoteerd als:
m n
s(ei1a:) = EPED Njias).
=1 i=1

Jj=1 1

Bewijs. Het homomorfisme ¢ valt uiteen in m directe sommen: ¢; : A — M, (k). Omdat
Mg, (k) = End(k%) voor alle j € {1,...,m} (propositie2.13), komt ¢; overeen met het ho-
momorfisme tussen de algebra’s A en End(k%). Dus k% is een representatie van A en is dus
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volgens Stelling 3.9 isomorf met lek:dl b...0 Njnkd" voor zekere Nj; geheel en > 0. Dus
¢j =y Njd; voor alle j € {1,...,m}. Merk hier weer op dat als dit niet het geval is zulk
homomorfisme niet kan bestaan.

De afbeelding ¢; ligt dus vast door ¢;|ia;, ..., ¢j|ra. gezien als representatie. Deze representatie
werkt als volgt: ¢;lua (a1 @ ... D an)(v) = av voor alle (a1 @ ... D a,) € A, voor alle v € k%
en voor alle i € {1,...,n}. En deze afbeelding komt dus precies (op een basisverandering na)

overeen met de afbeelding van A — My, (k) met (a1 @...® ap) — a;. En daarmee ziet ¢; er dus
uit als
Pia1®..Qap)=a1@.. a1 D...Rand...Pay
—_———— —_—————
Nj1 Njn

en is ¢ van de beweerde vorm. ]
Opmerking 3.16. We zeggen dat My, gedeeltelijk is ingebed in M., met multipliciteit Nj;.

Opmerking 3.17. Het is zo dat de Nj;’s niet uniek hoeven te zijn. Bij twee homomorfismen
van A naar B kan dus een andere combinatie van de Nj;’s horen. Elke mogelijkheid voor de
Nji’s zodat aan de eis uit Stelling 3.9 voldaan wordt, geeft een ander wezenlijk verschillend
homomorfisme. Merk op dat er maar een eindig aantal mogelijkheden is. Wanneer we per ge-
vonden homomorfisme alle mogelijke basistransformaties zullen uitvoeren, hebben we ze allemaal
gevonden. We komen hier later op terug.

Voorbeeld 3.18. Zij A = k en B = k @& My (k), dan worden alle homomorfismen tussen A en
B op een basistransformatie na gegeven door

p:A—> B a—adada.

voor alle a € k.
Zij A = k @ May(k) en B = Ms(k), dan zijn op een basisverandering na de volgende twee
homomorfismen tussen A en B mogelijk:

¢1: A— B, a®b—adada
¢2: A— B, a®b—ad®b

voor alle a € k en b € My (k).

3.3 Bratteli diagrammen

Het feit dat de homomorfismen tussen matrixalgebra’s van zulk gestructureerde vorm zijn, geeft
aanleiding tot het schematisch weergeven ervan. We zullen een diagram introduceren waarin we
de homomorfismen kunnen weergeven.

Definitie 3.19. Zij A en B twee eindig dimensionale matrixalgebra’s, A = @' My, (k) en
B = @7, M,, (k) . Enzij ¢ : A — B een homomorfisme. Dan kunnen we bij dit homomorfisme
een diagram maken. Dit doen we als volgt: we tekenen twee horizontale rijen met vertices. De
bovenste rij bevat n knopen, één voor elk blok van A. De knopen zijn gelabeld met de dimensies
van de blokken: d; tot en met d,,. Op dezelfde manier bevat de onderste rij m knopen, gelabeld
met ¢; tot en met ¢,,. Vervolgens trekken we Nj; lijnen tussen d; en ¢;j voor elke j € {1,...,m}
en voor elke ¢ € {1,...,n}, waar ¢; = > ;" | Nj;id;. Het diagram dat zo ontstaat noemen we een
Bratteli diagram.

Opmerking 3.20. Voor elke mogelijkheid van de NNj;’s krijgen we een ander Bratteli diagram.
Het aantal verschillende diagrammen is eindig en komt dus overeen met het aantal wezenlijk
verschillende homomorfismen.
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Opmerking 3.21. Voor twee matrixalgebra’s A en B en een gegeven Bratteli diagram B bij A
en B, kunnen we hierbij een homomorfisme ¢p : A — B construeren. Dit doen we door door
elk blok My, (k) van A, precies zo vaak in te bedden in M, als er lijnen zijn van d; naar c;.
Dit geeft inderdaad een homomorfisme, omdat in elk Bratteli diagram per constructie geldt dat
cj = Z?Zl Nj;d;, waar Nj; staat voor het aantal lijnen tussen d; en c;.

We geven nu een aantal voorbeelden van Bratteli diagrammen.

Voorbeeld 3.22. Het Bratteli diagram voor een homomorfisme My (k) — My(k) :

N

n

Het Bratteli diagram voor een homomorfisme My (k) — My (k) :

=z

De twee Bratteli diagrammen voor de homomorfismen k & My (k) — M3(k) :

Het Bratteli diagram voor een homomorfisme k — k & Ma(k):
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Het Bratteli diagram voor een homomorfisme My (k) @& M3(k) — Ms(k) @& Mz (k):

Opmerking 3.23. Uit Stelling 3.15 volgt dat elke vertex op de onderste rij bereikt moet worden
door een lijn. Omdat er best een Nj; gelijk kan zijn aan 0 is het wel mogelijk dat niet elke vertices
in de bovenste rij bereikt wordt door een lijn.
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4 Relaties tussen de homomorfismen

We hebben in het vorige hoofdstuk beschreven hoe alle wezenlijke verschillende homomorfismen
tussen twee matrixalgebra’s er uit zien. We gaan ze in dit hoofdstuk allemaal beschrijven. We
zullen dus gaan kijken naar welke homomorfismen we krijgen door basistransformaties met een
bekend homomorfisme. Allereerst hebben we daarvoor wat inleidende definities uit de groepen-
theorie voor nodig.

4.1 Inleidende definities uit de groepentheorie

Definitie 4.1. Een groep G is een niet lege verzameling met een associatieve binaire bewerking:

G x G — G met een volgens deze bewerking neutraal element en een inverse element g~! voor

elke g € G.

Voorbeeld 4.2. Een voorbeeld van een groep is GL(n), de verzameling van inverteerbare (n x
n)—dimensionale matrices, met de gewone matrixvermenigvuldiging.

Definitie 4.3. Zij G1, ..., Gy, groepen. Dan is [[;" | G; het directe product van G, ..., Gy. Een
groep waarbij g € [[;"; G; van de vorm (gi,...,gs) is met g; in G;. De vermenigvuldiging is
dan de componentsgewijze vermenigvuldiging.

Definitie 4.4. Een ondergroep H < G is een verzameling H die bevat is in een groep G, zodat
H het eenheidselement bevat, de inverse van elk element in H weer in H zit en H gesloten is
onder zijn groepsbewerking.

Definitie 4.5. Een linkswerking (in het vervolg werking) van een groep G op een verzameling
X is een afbeeling: A : G x X — X met de eigenschappen dat:

(i) Me,z) =z voor alle z € X
(i1) A(gh,x) = X(g, A(h,x)) voor alle g, h € G, voor alle z € X

Op dezelfde manier hebben we ook een rechtswerking.

Definitie 4.6. Zij A : G x X — X een werking van een groep G op een verzameling X. Zij
r € X, dan is de stabilisator van x in G de verzameling G, := {g € G|\(g,z) = z}. In het
bijzonder geldt altijd e € G.

Definitie 4.7. Zij A : G x X — X een werking van een groep G op een verzameling X. De
baan Gz van een element z € X is de verzameling {\(g,x)|g € G}.

Voor een groep G, een verzameling X en een werking A : G x X — X daarop zullen we in het
vervolg gx schrijven in plaats van (g, ).

Definitie 4.8. Zij G een groep en H < G een ondergroep. De baan Hg = {hg|h € H} voor een
werking van links vermenigvuldigen van H op G noemen we de rechternevenklasse van g. We
noteren H \ G voor de collectie van rechternevenklassen van G. Op dezelfde manier noteren we
G/H voor de linkernevenklassen.

Definitie 4.9. Een (H, K) dubbele nevenklasse in een groep G met H en K ondergroepen van
G, is van de vorm Hz K met z € G. We kunnen ze opvatten als de groepswerking van H x K op
G, waarbij H werkt door linksvermenigvuldingen en K werkt door rechtsvermenigvulding met
de inverse. We noteren de verzameling van deze nevenklassen als:

H\G/K.

Stelling 4.10. Zij G een groep en X een verzameling en x € X. Dan is er een bijectie tussen
Gz en G/G.
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Bewigs. Definieer ¢ : G/G, — Gz, ¢(gG,) = gr. We bewijzen eerst dat ¢ welgedefinieerd is.
Stel dat gG, = hG, voor g,h € G. Dan g € hG,, dus er is een a € G, met g = ha. Dan geldt
gr = (ha)x = h(ax) = hx, aangezien a € G,.

Nu gaan we bewijzen dat ¢ injectief is. Stel gr = ha voor g,h € G, dan h~lgr = = en dus
h~'g € G,. We willen bewijzen dat ¢G, = hG,. Er geldt:

C Zij p € Gy, dan gp = (hh~Y)gp = h(h~1gp) € hG,. Dus gG, C hG,.
D Zij p € Gy, dan hp = (g9~ )hp = g((h~1g)'p) € 9gG.. Dus hG, C gG,.

Het is verder ook duidelijk dat elk element een origineel heeft en daarmee is ¢ een bijectie. [

Definitie 4.11. Een normale ondergroep N van G is een ondergroep die bovendien voldoet aan
gng~—' € N voor alle n € N. We noemen N een normaaldeler en noteren N < G.

Propositie 4.12. Zij N <G. De bewerking M in G/N is als volgt gedefinieerd: (g1 N, goaN)
g192N. We noemen G/N de factorgroep van G naar N. Er geldt dat G/N met deze bewerking
inderdaad een groep vormdt.

Bewigs. Voor g € G en n € N geldt:
(gng™" )N = M(gnN,g~'N) = M(gN,g~'N) = (99~ ")N = eN.

Dus gng~' € N. Dus N moet inderdaad normaal zijn willen we de gegeven bewerking hebben.
We laten zien dat de afbeelding goed gedefinieerd is. Zij g1IN = goIN en hiN = hoN en laat
m,n € N zodat go = gim en hy = hin. Verder is k = hl_lnhl € N, omdat N normaal is. Er
geldt dat (goho)N = (g1h1)N, want gohe = gymhon = (g1h1)kn, waar kn € N.

Daarnaast is het duidelijk dat eN het neutrale element vormt en de inverse van een element
gN € G/N gelijk is aan g~ ' N. O

Definitie 4.13. Zij G een groep. Het centrum van G is de verzameling Z(G) := {g € G|gh =
hg voor alle h € G}.

Notatie 4.14. We noteren voor een groep G: PG := G/Z(G).

Propositie 4.15. De groep PG is goed gedefinieerd.

Bewijs. We laten zien dat Z(G) een normaaldeler is. Z(G) vormt een ondergroep en voor g € G
en h € Z(G) geldt ghg™! = gg~'h = h € Z(G). O

Definitie 4.16. Zij G een groep. We zeggen dat G een semidirect product is van ondergroepen
N en H als N een normaaldeler is en elke g € G op een unieke te schrijven is als product van
een element uit N en uit H. We noteren: G = N x H.

Definitie 4.17. Zij G, H en K groepen en zij 91 een werking van rechts van K op G en s
een werking van links van K op H. Het fibered product van G en H over K is de verzameling
GxgH := G}({H, waar de klassen bepaald worden door de relatie: (g, h) ~ (¢1,(g), 2, (h), waar
ke K,ge Genhe H.

4.2 Specificatie van de basistransformaties

We gaan nu kijken welke homomorfismen we kunnen krijgen door basistransformatie van een
homomorfisme dat correspondeert met een Bratteli diagram. In de volgende propositie zullen
we zien welke basistransformaties relevant zijn om te bekijken.
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Propositie 4.18. Voor A = @, My, (k) en B = Pj-, M, (k) twee matrizalgebra’s met een
gegeven Bratteli diagram B hebben we de afbeelding ¢p(a1 ... ®an) = )L, (D=, Njiai) (zoals
in paragraaf 2.3). Door een basistransformatie van de afbeelding kunnen we vervolgens de rest
van de homomorfismen bepalen: ¢(-) = gpp(-)g~! waar g € IT7%) GL(c;).

Bewijs. We moeten bewijzen dat we inderdaad g € H;"Zl GL(c;) kunnen nemen en niet g €
GL(dim B). De basistransformatie is dus te beperken tot een basistransformatie binnen de m
blokken van B. Stel dat we een transformatie hebben die niet werkt binnen de blokken van B
dan zijn er twee mogelijkheden:

1. Transformeren geeft een element dat niet meer in B zit.

2. Stel dat de transformatie werkt tussen twee blokken van B. We kunnen vervolgens elk
blok weer diagonaliseren (de basistransformatie hiervoor werkt op elk blok apart). We
hebben dan dat de Nj;’s veranderd zijn en dat betekent dat we een ander Bratteli diagram
zouden hebben gehad.

Het is duidelijk dat deze mogelijkheden niet aan onze eisen voldoen en omdat de enige andere
mogelijkheid een basistransformatie is op elk blok apart, kunnen we g € [[72; GL(c;) bekijken.
O

Notatie 4.19. Zij A = @ ; My, (k) een matrixalgebra. We noteren GL(A) := [[_; GL(d;).

Propositie 4.20. Zij A en B twee matrizalgebra’s en laat X := {¢ : A — B|¢ homomorfisme}.
Definieer de afbeelding

A:GL(B)x X = X, (9, 9) = ay(9)

voor alle ¢ € X, met ay(p)(a) = gp(a)g™! voor alle a € A. Dan is X een werking van GL(B)
op X.

Bewijs. We gaan de twee eisen na van een groepswerking:

Ae,9) = ac(¢) = ¢, want ae(¢)(a) = e¢(a)e™" = ¢(a)
Ahg,d) = ang(®) = anlag(¢)) = A(h, A(g, 9)),
want apg(¢)(a) = hgd(a)(hg) ™ = hg¢(a)g™ h™" = an(gd(a)g™") = anlag(¢))(a)
voor alle g, h € G, voor alle ¢ € X en a € A.

Dus A is een werking van GL(B) op ¢(A). O

Propositie 4.21. Zij B een Bratteli diagram bij twee matrizalgebra’s A en B =. Zij ¢p het
bijbehorende homomorfisme zoals in paragraaf 2.3. beschreven. Definieer voor g € GL(B) de
bijbehorende basistransformatie als ¢4(-) = gpg(-)g~ 1. Er geldt ¢4 = ¢y voor g,g' € GL(B) dan
en slechts dan als gh = g’ voor een h € GL(B) met h¢p(a) = ¢g(a)h voor alle a € A.

Bewigs. Voor het bewijs van rechts naar links hebben we voor alle a € A het volgende:

dg(a) = gor(a)g™' = gh ' ¢g(a)hg'™ = g'h ' hep(a)g' ™" = g'¢B(a)g' " = ¢y (a).

Voor de andere kant definiéren we h = g~'¢’. Dan geldt inderdaad dat gh = ¢’ en voor alle
a€ A

ng(a) = @bg’(a)
gos(a)g™' = ¢'dr(a)g
¢s(a)g™" = g 'g'¢la)g "

¢u(a)g'd = g 'd¢n(a)

/—1
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En dus geldt voor alle a € A:

hog(a) = g~ g'¢n(a) = ¢s(a)g™'g = ¢B(a)h.
0

Bewijs. (alternatief) De inclusie van links naar rechts kunnen we ook inzien met behulp van de
werking van G op X zoals in propositie 4.20. Bekijk ¢p € X, er geldt dat ¢4(a) = ay(dr)(a)
voor alle a € A en g € G. Omdat ay(¢r) = ay(¢r) en GL(B)¢p = GL(B)/GL(B)4,, hebben
we dat gGL(B)g, = ¢GL(B)g,. En

GL(B)¢B = {h S GL(B)]ah(qu) = CZ)B}
= {h € GL(B)|h¢n(a)h™' = ¢g(a) voor alle a € A}
= {h € GL(B)|h¢p(a) = ¢g(a)h voor alle a € A}.

Dit zijn precies de elementen die commuteren met ¢p(a) voor alle a € A. In het bijzonder zit e
in GL(B)g, en dus ¢ € gGL(B)g,. Er is dus een h € GL(B)g4, met ¢’ = gh. O

Opmerking 4.22. We zijn geinteresseerd in de baan G¢p van ¢g € X, waarbij X en G en de
werking daarop zoals in propositie 4.20 zijn. De baan G¢p is namelijk de verzameling van alle
homomorfismen die een basistransformatie van ¢p zijn.

Definitie 4.23. Zij A C B een deelalgebra van een algebra B. De commutant van A C B is de
verzameling A’ := {b € B|ba = ab voor alle a € A}.

Propositie 4.24. Zij A en B twee matrizalgebra’s met een homomorfisme ¢ : A — B. De
ruimte van inverteerbare elementen van de commutant ¢(A)" van ¢(A) C B is gelijk aan
GL(B)g. Hierbij werkt G op de verzameling van homomorfismen zoals in propositie 4.20.

Bewijs. Merk eerst op dat ¢(A) C B inderdaad een deelalgebra is volgens propositie 2.15.
Vervolgens is

{b € Blbp(a) = ¢(a)b voor alle a € A, en b inverteerbaar}

= {b € GL(B)|b¢(a) = ¢(a)b voor alle a € A}
= {b € GL(B)|bp(a)b™ = ¢(a) voor alle a € A}
= {b € GL(B)|aw(9) = ¢}

= GL(B)y.

O]

Opmerking 4.25. Om de baan GL(B)¢p = GL(B)/GL(B)g, te bepalen voor twee matrix-
algebra’s A en B met Bratteli diagram B, moeten we dus eerst de commutant van ¢g(A) C B
bepalen.

Propositie 4.26. Zij A = My (k) en B = My, (k) twee matrizalgebra’s met het Bratteli diagram
B. En zij ¢p het bijbehorende homomorfisme van A naar B,

¢pla) =a®...®a

ES

voor alle a € A. Dan geldt voor b € B dat b commuteert met ¢g(a) voor alle a € A dan en
slechts dan als

Al o A
N
b= : . :
AargD oo Asradl
N N N

met A\ij € k en I de (N x N )-dimensionale eenheidsmatriz.
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Bewijs. Schrijf

b1 ... blM
N
b= met bij S MN(k')
le ... buwm
N NN

We bewijzen eerst de bewering: De matriz b commuteert met ¢g(a) voor alle a € A dan en
slechts dan als b;; commuteert met a.
We schrijven simpelweg uit:

b b, m biia bima
11 14 a 11 14
le bMM a lea bMMa

NN N NN
b b, m ab ab; m
a 11 14 11 14
a le bMM ale abMM
N NN N NN

We zien nu meteen dat de bewering geldt.

Het bewijs van rechts naar links van de propositie volgt uit de bewering aangezien Ala = aAl
voor alle A € k,a € A.

Wat rest is nog het bewijs de andere kant op. We hebben dat elke b;; € My (k) correspondeert
met een afbeelding vy, : EN — kN met Yp,;(c) = bijc voor alle ¢ € kN, waarbij we kv zien
als representatie van My (k) (zie propositie 2.13). In het bijzonder is £V irreducibel en geldt:
ay,;(c) = abjjc = byjac = vy, (ac) voor alle a € A en dus is v, een intertwiner. Nu volgt
met het lemma van Schur dat vp,; = A;;I voor een \;; € k. Hiermee hebben we het gevraagde
bewezen. O

Gevolg 4.27. De commutant ¢g(A)" van ¢p(A) C B, met A en B zoals in de vorige propositie,
is isomorf met My (k). En Mum (k) is een deelalgebra van My (k).
N N

Gevolg 4.28. Zij A, B en ¢ zoals in de vorige propositie. De baan GL(M)¢p van ¢p onder
de werking zoals gedefinieerd in propositie 4.20 is isomorf met
M

GL(M)/GL(%7)-

Bewigs. Dit volgt met Propositie 4.24 en Gevolg 4.27. O

Voorbeeld 4.29. We bekijken A = My (k) en B = My (k) met bijbehorende Bratteli diagram
B en homomorfisme ¢p : A — B, a — a ® a. De commutant ¢p(A4) van ¢p(A) C B is de
verzameling

Al Al
{<)\21H )\22H> |)‘7«] € k}a

waar I de (2 x 2)-dimensionale eenheidsmatrix is. Deze is isomorf met My (k). De baan GL(4)¢g
van ¢p is gelijk aan GL(4)/GL(2). De mogelijke basistransformaties van ¢p liggen hiermee vast.
Omdat er maar één Bratteli diagram is voor A en B hebben we alle homomorfismen ¢ : A — B
beschreven.

We bekijken nu het algemene geval.
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Stelling 4.30. Zij A = @._; My, (k) en B = @, M, (k) twee matrizalgebra’s met een Bratteli
diagram B en het daarbij behorende homomorfisme

¢B:A—>B, gb]B(al@...@an):@( Njiai).

m n
j=1 i=1
Dan geldt voor een b € B dat b commuteert met ¢p(a) voor alle a € A dan en slechts dan als

n )\llﬂdi R Aleini

- DD

j=1 i=1

)

Angitla, oo ANyl

met \ij € k en g, de (d; x d;)-dimensionale eenheidsmatriz.

Bewijs. Een b € B commuteert met ¢p(a) voor alle a € A dan en slechts dan als voor elke
j €{1,...,m} de j-de component van b: b; met ¢p,(a) commuteert voor alle a € A. Hierbij is
¢, : A — M, (k) de j-de component van ¢p. Het is dus voldoende te bewijzen dat voor een
j€{l,...,m} en b; € M, (k) het element b; met ¢p,(a) voor alle a € A commuteert dan en

slechts dan als
n )\llﬂdi ce Alei]Idi

bj:@
= \Awvjala, o Angngla

met \;; € k en Iy, de (d; x d;)-dimensionale eenheidsmatrix.

Kies een j € {1,...,m}.
Van rechts naar links moeten we kijken of elke component van

n )\Hﬂdi .. Aleini

D

=\ Awjile, o Angngdag

commuteert met Nj;a; en dit komt overeen met het geval zoals in Propositie 4.26.

Voor de andere kant van het bewijs kiezen we b; € M, (k) zodat b; commuteert met ¢, (a) voor
alle @ € A. Dan komt b; overeen volgens Propositie 2.13 met een afbeelding vy, : k9 — k%
waarbij we k% zien als representatie van A. De representatie k% valt dan volgens Stelling 3.9
uiteen in een directe som van kopién van de irreducibele representaties van A en daarom geldt
dat de afbeelding v, overeenkomt met:

¢bj : lekdl b...H Njnkdn — lek‘dl D...H Njnk‘d".
Omdat we eisen dat b; commuteert met alle ¢, (a) voor alle a € A, volgt dat 1, een intertwiner
is. De afbeelding 9, is gelijk aan de directe som van de n afbeeldingen
Ur,, t Njpk™ @ ... & Njk™ — Njk®

met ¢ € {1,...,n}. We bekijken nu de afbeelding wbji’Njkk,dk : Njpk®™ — Nj;k% voor een i
en k € {1,...,n}. Met het lemma van Schur volgt dat voor i # k de afbeelding zpbﬂ|Njkkdk
de nulafbeelding is. Oftewel v, = ¢bﬁ’ Njikdio €D dit komt precies overeen met het geval uit
Propositie 4.26. De afbeelding tp,; : Njik:di — Nj@-k‘di komt namelijk overeen met een (Nj;d; x
Nj;id;)-dimensionale matrix die commuteert met a; @ ... @ a;, waarbij a; € My, (k). Dus is

Nj;
)\llﬂdi - Alei]Idi
bji = : : :
)\Njil]Idi e )\NjiNji]Idi
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En daarmee is b; van de beweerde vorm. O

Gevolg 4.31. Zij A, B en ¢p zoals in de vorige stelling. De commutant van ¢p(A) C B is
isomorf met L, (i M, (k)) en dit is een deelalgebra van B.

Gevolg 4.32. Zij A, B en ¢p zoals in de vorige stelling. De baan GL(B)¢p van ¢ onder de
werking zoals gedefinieerd in propositie 4.21 is gelijk aan

n

GL(B)/ [[(I] GL(Nsi)) = GL(B)/GL(¢B(A)').
j=1 i=1

Voorbeeld 4.33. Zij A = k @ Ma(k) en B = M3(k). We hebben eerder gezien dat hiervoor
twee verschillende Bratteli diagrammen zijn: B' en B? met bijbehorende afbeeldingen:

gt ADar> ABAD N en
op2 ABa— APa

voor alle A € k en a € M(k). De commutant van ¢p1 (A) C B is isomorf met M3(k). We passen
namelijk gevolg 4.31 toe met Ni; = 0 en Nia = 3. De commutant van ¢p2(A) is isomorf met
k @ k. Hier passen we gevolg 4.31 toe met Ni; =1 en Nijp = 1.

We kunnen ook de baan GL(3)¢p1 bepalen met gevolg 4.32. Deze is gelijk aan GL(3)/GL(3).
Dit is ook wel te verwachten aangezien elke basistransformatie van ¢gi(A @ a) gelijk is aan
op1 (A @ a), er geldt immers:

A 0 0
gop(A@a)g =90 A 0| =dp(ADa)
0 0 A

voor een g € GL(3).

De baan G'L(3)¢p2 bepalen we op de zelfde manier en is gelijk aan GL(3)/(GL(1) x GL(1)).
Hiermee liggen alle basistransformaties van ¢p2 vast. Alles samengenomen hebben we nu alle
homomorfismen ¢ : A — B precies beschreven.

Uit deze paragraaf kunnen we concluderen dat voor A en B twee matrixalgebra’s met Bratteli
diagram B en bijbehorende afbeelding ¢p : A — B, De baan van ¢p gelijk is aan

GL(B)
GL(¢n(A))

Alle mogelijke homomorfismen tussen A en B worden dan gegeven door

GL(B)

L GL(gs(A))” (1)

De verzameling van homomorfismen is immers te splitsen in disjuncte deelverzamelingen GL(B)/
GL(¢p(A)") voor elk Bratteli diagram.

4.3 Het duale Bratteli diagram

We gaan hier wat dieper in op de relaties tussen de commutant en Bratteli diagrammen.
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Definitie 4.34. Zij B cen Bratteli diagram bij twee matrixalgebra’s A = @, My, (k) en
B =@j.; M, (k). We maken hierbij een nieuw diagram als volgt. We maken twee horizontale
rijen van vertices, waarbij de onderste hetzelfde is als die van het originele Bratteli diagram.
Op de bovenste rij staan mn vertices, gelabeld met N11,..., Niny ..., N1, - -+, Ny Vervolgens
trekken we d; lijnen tussen Nj; en c;. Anders gezegd gebeurt er het volgende: We bekijken
elke mogelijke combinatie van de d;’s en de c¢;’s. Per combinatie zijn er Nj; verbindingslijnen
getrokken. We veranderen dan de vertex d; in een vertex met label Nj; en trekken we tussen
Nj; en c; precies d; verbindingslijnen. Dit doen we voor elke combinatie. Het diagram wat zo
ontstaat noemen we het duale Bratteli diagram.

Opmerking 4.35. Wanneer een Nj; gelijk is aan 0, krijgen we dus eigenlijk een vertex met
label 0, waarvan uit d; lijnen naar c; gaan. In dit geval laten we de vertex met bijbehorende
lijnen weg.

Voorbeeld 4.36. We zien de twee Bratteli diagrammen bij A = k@& My (k) en B = M3(k) met
hun corresponderende duale diagram:

3 3
\/ \/
3 3
Voorbeeld 4.37. We zien hier het Bratteli diagram bij A = My (k) @ M3(k) en B = M5(k) @
Ms(k) met het daarbij behorende duale Bratteli diagram:

3 2 il 1 2

VU \/

5 4 5 4
Propositie 4.38. Zij A en B twee matrizalgebra’s met een Bratteli diagram B met bijbehorende
afbeelding ¢p. Het duale Bratteli diagram B* is weer een Bratteli diagram, in de zin dat B*

correspondeert met een homomorfisme ¢ : ¢pp(A) — B.

Bewijs. We schrijven A = P, My, (k) en B = 7., M, (k) en we geven het homomorfisme

weer als: o
quIA—)B, CLH@(@N]ZCLZ)

j=1 i=1
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Het duale diagram correspondeert volgens zijn constructie en Opmerking 3.21 met de volgende
afbeelding:

n m n

(U @(@MNW(]?)) — B, (@11 -y Qlny e e ey Qs e vy Q) @(@diaﬁ)'

Jj=1 =1 j=1 i=1

Er geldt precies dat Y ;" ; diNj; = ¢; voor alle j € {1,...,m}. Daarnaast weten we uit Gevolg
4.31 dat DL, (D=, M, (k)) isomorf is met de commutant van ¢p(A4) C B is.

Andersom hebben we dat wanneer we eerst de commutant ¢p(A)" van ¢g(A) C B bepalen,
we zien dat we precies het homomorfisme 1) : ¢g(A) — B zoals boven kunnen maken. Het
bijbehorende Bratteli diagram is dan B*. O

Propositie 4.39. Zij A een matrizalgebra en B = M.(k) een matrizalgebra bestaande uit één
component. Zij ¢ : A — B een homomorfisme en B het bijbehorende Bratteli diagram. Er geldt

P(A)" = ¢(4).

Bewijs. We schrijven A = @' | My, (k). Uit de vorige propositie weten we dat het voldoende is
om te bewijzen dat het duale Bratteli diagram van B* gelijk is aan B. Dit zien we als volgt:

O

Stelling 4.40. Zij A en B twee matrizalgebra’s. Zij ¢ : A — B een homomorfisme en B het
bijbehorende Bratteli diagram. Er geldt ¢p(A) = ¢(A)".

Bewijs. We schrijven A = @], Mg, (k) en B = D]~ M, (k). We bekijken het duale Bratteli
diagram B* van B. Deze ziet er als volgt uit:

We zien dat B* uit m samenhangcomponenten bestaat, waarbij elke component van de vorm is
zoals in de vorige propositie. Dus geldt dat B*** = B* en dus ¢(A) = ¢(A)". O

Opmerking 4.41. Uit de vorige voorbeelden van diagrammen is duidelijk geworden dat het
duale Bratteli diagram bij een gegeven Bratteli diagram bij matrixalgebra’s A en B aan een
aantal eigenschappen voldoet:
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- Het duale diagram bestaat uit precies m samenhangcomponenten.

- Er gaat nooit een lijn vanuit N;; naar ¢, met k # j.

- Een Bratteli diagram dat niet uit m samenhangscomponenten bestaat kan geen duaal
Bratteli diagram zijn.

4.4 Automorfismen

We zullen in deze paragraaf bekijken hoe we de automorfismen van een matrixalgebra kunnen
omschrijven.

Stelling 4.42. Zij A= @ | My, (k) een matrizalgebra. De volgende Bratteli diagrammen zijn
mogelijk voor de automorfismen van A:

- Het Bratteli diagram waarin d; verbonden wordt door één lign met d; voor allei € {1,...,n}.
Het bijbehorende automorfisme noemen we cuq.

- De Bratteli diagrammen die corresponderen met een basistransformatie van c;q die blokken
van geligke dimensie verwisselt.

Bewijs. Het is duidelijk dat de bovengenoemde diagrammen inderdaad Bratteli diagrammen
zijn horend bij A. We gaan dus nog bewijzen dat er geen andere mogelijkheden zijn. Zij
i € {1,...,n} zodat d; > d; voor alle j € {1,...,n}. Vanuit deze vertex moet er een lijn
getrokken worden naar een vertex beneden. Als er namelijk geen lijn wordt getrokken, is de
bijbehorende afbeelding van het diagram geen bijectie en dus geen element van Aut(A). Volgens
de eisen van een Bratteli diagram moet er dan een lijn gaan vanuit d; naar een vertex d; zodat

d; = dj. Bekijk vervolgens het grootste element van de verzameling {d,...,dj—1,dit1,...,dn}
en bekijk weer dezelfde situatie. Omdat {1,...,n} eindig is, moet een Bratteli diagram er
inderdaad zoals beweerd uitzien. O

Voorbeeld 4.43. Zij A = My (k) ® Ma(k) ® M3(k). De mogelijke Bratteli diagrammen van A
zien er als volgt uit:

2 2 3
2 2 3
2 2 3
2 2 3

Propositie 4.44. Zij A een matrizalgebra. Alle automorfismen van A worden gegeven door:

[[PcL(a).
B
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Bewijs. Voor een willekeurig Bratteli diagram hebben we dat de commutant ¢p(A)" van ¢p(A4) C
A gelijk is aan {a € A|pp(b)a = agp(b) voor alle b € A}. Omdat de afbeelding ¢p een bijectie
is, is de commutant gelijk aan Z(A). Alle mogelijke automorfismen worden dan gegeven door:

[[6L)/GL(z(4)) = [ PGL(A).
B B

O
Definitie 4.45. Voor een algebra A noemen we PGL(A) de projectieve lineaire groep van A.

Opmerking 4.46. Wat opvalt is dat dit geen groep is, terwijl we weten dat de automorfismen
wel een groep vormen. We willen immers ook graag weten hoe we elementen moeten vermenig-
vuldigen. We bewijzen daartoe de volgende stelling.

Stelling 4.47. Voor een matrizalgebra A geldt dat Aut(A) = PGL(A) x S(A), waarbij S(A) de

verzameling van alle permutaties is van blokken van A met dezelfde dimensie.

Bewijs. Allereerst merken we op dat S(A) inderdaad een groep is en bevat is in Aut(A), dus
S(A) is een ondergroep.

Vervolgens controleren we dat PGL(A) een normaaldeler is van Aut(A). Het is duidelijk dat
PGL(A) een ondergroep is van Aut(A). We nemen een element [h] € PGL(A) en kiezen de
representant h uit deze klasse. Voor een o € Aut(A) bekijken we nu aha™!(x). Er geldt:

aha ™ (z) = ah(a(2))(h) ™t = a(h)z(a(h) ™ = a(h) ().
Er geldt dus aha~! = a(h). Een element g zit in de zelfde klasse als h als g = hg’ voor een
g € Z(GL(A)). We zien dan dat a(hg')a™! = a(h)a(d).

We beweren dat dit in dezelfde klasse terecht komt als «(h). Daartoe moeten we het volgende
bewijzen:

Voor het beeld van o beperkt tot het centrum van GL(A) geldt: Im oz qra)) = Z(GL(A)).
Voor h € Z(GL(A)) geldt voor alle b € GL(A) met a € GL(A) zodat a(a) = b:

a(h)b = a(h)a(a) = a(ha) = alah) = a(a)a(h) = ba(h).

Dus hebben we dat a[h]a™! = [a(h)] € PGL(A).
Merk hier op dat we gebruikt hebben dat Im(a|qra)) = GL(A).

We gaan nu na dat de automorfismen inderdaad een semidirect product vormen van PGL(A)
en S(A). We weten dat elk element o uit Aut(A) van de vorm a(:) = he¢p(-)h~! is voor een
h € GL(A) en een Bratteli diagram B. Hierbij hebben we in deze paragraaf gezien dat elk
Bratteli diagram kan ontstaan uit het triviale Bratteli diagram door een permutatie van blokken
van gelijke dimensie. De corresponderende afbeelding is dus een permutatie: op. Dus:

a(-) = hép()h ™t = hop(-)h 1.
Wanneer we een andere representant g = hg’ nemen, zien we dat:
hg'og(-)gtht = hg'gtog()h Tt = hop()h ! = a(.).

We kunnen dus concluderen dat « vastligt door [h] en op. Bovendien ligt hij ook uniek vast.
Bij elke andere mogelijke o en g ¢ [h] krijgen we immers een ander automorfisme. O

Notatie 4.48. We noteren voor een homomorfisme « van een algebra A: a = ([h],op), waar
[h] € PGL(A) en o € S(A).
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Propositie 4.49. Voor twee automorfismen a1 = ([hi],0m,) en as = ([he],om,) wordt het
product o o ay gegeven door ([hiop(hs2)], 0B, © op,). Het inverse homomorfisme wordt gegeven
door a;t = ([h]_l,J]Bfll).

Bewijs. We schrijven uit wat er gebeurt met «y o ag toegepast op een element x € A:
«1 O ag(:(}) = Oél(hQO'BQ (.%')h;l) = h101531 (hQ)UlBl O OB, (1‘)01531 (h;l)hl_l

Wanneer we hier een andere representant uit de klasse van h; zouden kiezen, is deze van de
vorm hig waarbij g in het centrum van GL(A) zit. We zien dan dat deze g in de berekening
wegvalt. Hetzelfde geldt als we een andere representant uit [ho] kiezen. We gebruiken dan dat
a(g)™! = a(g™!) voor alle automorfismen o : A — A en g € GL(A). Het product van a; en as
wordt dus gegeven door ([hiop, (h2)], 0B, © 0B, ).

We hebben dat o] !(z) = h_laﬁll (x)h. En daarmee zijn we klaar. We weten namelijk ook hier
dat de keuze van de representant niet uitmaakt. ]
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5 Quivers
Definitie 5.1. Een quiver is een gerichte graaf met mogelijk lussen en meer dan een kant tussen
twee vertices.

Voorbeeld 5.2. Een voorbeeld van een quiver:

o« ~,. ¢

We noteren een quiver @ als Q = (I, E') waarbij I een verzameling vertices is en E een kanten-
verzameling. Voor een e € E noteren we s(e) voor de source van e en t(e) voor de target van

Definitie 5.3. Een (matrizalgebra-)representatie m van een quiver ) is een toewijzing van een
matrixalgebra A; aan elke vertex i € I en een homomorfisme 7 : Ay) = Ay(c) aan elke e € E.

Opmerking 5.4. In het algemeen is een representatie van een quiver een toewijzing van een
vectorruimte aan elke vertex en een lineaire afbeelding aan elke kant. Wanneer we in het vervolg
over representaties spreken, zullen we matrixalgebra-representaties bedoelen.

Definitie 5.5. Twee representatie m en 7’ van een quiver @) heten equivalent als A; = A} voor
alle i € I en er een familie van afbeeldingen {«; }ier is, waarbij a; € Aut(4;), zodat

_ / —1
Te = Qy(e) O, O as(e)'

Notatie 5.6. Bij een gegeven quiver () noteren we de ruimte van alle mogelijke representaties
van @ als X. De collectie van alle automorfismen «; voor elke ¢ € I vormt een groep welke we
noteren als G.

Propositie 5.7. Voor een quiver Q = (I, E) hebben we een werking van G op X die gegeven
wordt door:

{me}ecr — {at(e) O Te O a&i)}eeE-

Bewigs. We controleren de eisen van een groepswerking:

- Het eenheidselement in G is {id};c;. We laten dit element werken op een {m.}ecp € X:
{Zd O Te © Z'd_l}eEE = {We}eeE-

- Neem {a;}ier en {a}}ier € G. We passen hun werking na elkaar toe op een {mc}eep € X:

{7"'6}66]5{'_> Qi(e) © Te © as_(le)}eeE
= {azlt(e) ° (at(e) O Te © O‘;(i)) ° O/szel)}eeE
—1
= {(ai(e) © at(e)) O Tle © (as(e) © O/s(e)> }eGE‘

Dit geeft dus hetzelfde als {a} o o;}icr laten werken op {me}eck.
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We willen graag bepalen wat X is bij een gegeven quiver @ = (I, E) en daarnaast ook wat X' /G
is. De laatste geeft namelijk met bovenstaande werking precies de ruimte van alle mogelijke
representaties modulo equivalentie weer. We gaan nu kijken hoe X en G er precies uit zien. We
zullen dit doen voor het geval dat aan elke vertex i € I een matrixalgebra A; is toegewezen.
Merk op dat deze toewijzing zodanig is dat als er een kant tussen twee vertices loopt er ook
daadwerkelijk een homomorfisme tussen de twee corresponderende algebra’s bestaat.

Propositie 5.8. Zij Q = (I, E) een quiver. We bekijken representaties waarbij aan elke i € I
een matrizalgebra A; is toegewezen. Er geldt dan dat de ruimte van representaties X gelijk is
aan:

GL(Aye))
H H GL(¢B(AS(6))/) 7

E
°c B(As(e)vAt(e))

waarbij IB%(AS( ) een Bratteli diagram is horend bij Aye) en Aye) en ¢p de daarbij behorende

afbeelding.

e) 7At(e)

Bewijs. We bekijken een willekeurige kant e € E. We zoeken allereerst alle mogelijke homomor-
fismen tussen Ag) en A;.). We weten uit (1) dat de mogelijkheden gegeven worden door:

GL(At(e))
H GL(Qb]B(As(e))/)‘

B(As(e)’At(e))

Om alle mogelijke representaties te krijgen moeten we het product nemen over alle elementen
ecE. O

Propositie 5.9. Zij Q = (I, E) een quiver. We bekijken representaties waarbij aan elke i € I
een matrizalgebra A; is toegewezen. Er geldt dat G = [[,c; PGL(A;) x S(A;)

Bewijs. Dit volgt direct uit Stelling 4.47. O

We gaan nu kijken naar het samenstellen van Bratteli diagrammen en het maken van een inverse
diagram voor een diagram dat correspondeert met een automorfisme. Dit blijkt later nodig te
zijn.

Definitie 5.10. Laat B een Bratteli diagram zijn bij matrixalgebra’s Ay = @@, My, (k) en
Ay = @ M, (k) en B’ een Bratteli diagram bij matrixalgebra’s Az en A3 = @_, My, (k). We
kunnen de diagrammen samenstellen door vanuit elke vertex d; in de bovenste rij Z;”:l Nclleji
lijnen te tekenen naar vertex b,. We noteren dit diagram als B’ o B.

Propositie 5.11. Het samenstellen van twee Bratteli diagrammen is goed gedefinieerd. Er geldt:
op © B = Pmop, waar we de algebra’s Ay, Ay en As en de diagrammen B en B’ zoals boven
bekigken.

Bewijs. Er geldt:

w0 dp(a1 & ... @ a,) = o (D (ED Njias))

j=1 i=1

(D Ny, (D Njiar))
j=1 i=1

(@(@ Néiji)ai))'

1 i=1 j=1

D~ 1=

q
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Dit is per constructie gelijk aan ¢prog(a; @ ... P ay) voor alle a1 @ ... B a, € A. O

Voorbeeld 5.12. We zien hier een Bratteli diagram bij My (k) & Ms(k) en Ms(k) & Mz dat
wordt samengesteld met een Bratteli diagram bij Ms(k) & M3 en Mg (k) @ Ma:

2 3 5 3 2 3

5 3 8 3 8 3
Definitie 5.13. Zij A een matrixalgebra en B een Bratteli diagram bij een automorfisme van
A. We definiéren het inverse Bratteli diagram B~! door het diagram dat hetzelfde is als B maar

waar de onderste en bovenste rij vertices verwisseld zijn. De edges blijven met dezelfde vertices
verbonden. Het diagram ziet er echter anders uit.

Voorbeeld 5.14. Hier zien we een Bratteli diagram van M (k) @ My (k) @ Ma(k) @ May(k) met
daarnaast zijn inverse:

Propositie 5.15. Voor een matrizalgebra A met Bratteli diagram B bij een automorfisme geldt
dat og o Og-1 = Og-1 O O = Tiq.

Bewijs. We stellen de twee Bratteli diagrammen samen. Dit samengestelde diagram correspon-
deert dan met op o og-1. We bekijken een vertex i. Er gaan > 7", N;.Nj; lijnen naar vertex
qg. We weten uit stelling 4.42 hoe de mogelijke diagrammen voor automorfismen van A er uit
kunnen zien. Er geldt dus dat Nj; voor precies een enkele j gelijk is aan 1, in elk ander geval is
hij gelijk aan 0. Voor deze j is IN;; = 0 behalve als ¢ = ¢ per constructie van het diagram. Er
wordt dus één lijn getrokken vanaf elke vertex recht naar beneden. O

Opmerking 5.16. Voor een automorfisme a = ([h],0p) kunnen we voor de inverse a=! =

(7Y, 05") ook schrijven: ([h~!],0p-1).

Notatie 5.17. Een homomorfisme 7. tussen A; en A; waar i # j wordt bepaald door (B, [g])
waar [ge] € GL(A;)/GL(¢g,(ay)- Dit laatste volgt rechtstreeks uit 1. We zullen een element uit
X in het vervolg dan ook noteren als {(Be, [ge]) }ecE-

Stelling 5.18. Bij een gegeven quiver @ = (I, E), waarbij aan elke i een matrizalgebra A; is
toegewezen, kunnen we de werking van G op X zoals beschreven in 5.7 herschrijven. Een element
{([hi], oB;) }ier € G werkt op een element {(Be, [ge]) }eer € X door:

{Be. 9D Yeer = {05, 0Be 005" Ihi(ey0m.) (0678, © 650k e
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Bewijs. Een element {me}ecp uit X wordt onder de werking van een element {o;}icr € G
gestuurd naar {at(e) O Tl © as_é)}ee g. Voor het gemak kijken we naar een enkele e € E. Met de
vorige opmerking kunnen we dit anders opschrijven. We kijken wat er onder de werking gebeurt
met 7,:

Te(+) > Que) © Te © Oés_(i)(')

= Qy(e) © We(h;é)aﬁsl(e) ()hse))

= ay(e)(9etm(hy ) dm © U]BTSI(G) ()98 (hs(e))g: )
1

= hy(e) 0B,y (9¢) 0B, © PB(R(5))0B,,, © PB © U]B_;:(e) ()08, © DB (hs(e)) T8, (92 higey-

We hebben nu gekeken naar de representant ge € [ge| en h; € [h;]. De keuze van een representant
maakt niet uit, want voor een representant uit [h;] geldt dat deze van de vorm h;g is met g een
element van Z(GL(A;)). Deze commuteert dus met alle elementen uit A; en werkt daarmee
triviaal. Dit zien we door het uit te schrijven. Voor een andere representant uit [g.] geldt
dat deze van de vorm g.g is, waarbij g commuteert met ¢g(-). Wanneer we voor g.g dezelfde
berekening uitvoeren zien we dat deze ook wegvalt.

O

We zullen nu een aantal voorbeelden geven waarin we X' /G specifiek bepalen.

Voorbeeld 5.19. Laat de volgende quiver gegeven zijn:

€

Bij de automorfismen van My (k) naar My (k) is maar één Bratteli diagram mogelijk. We hebben
dus te maken met de permutatie die niets doet. De ruimte van representaties X is gelijk aan
% = PGL(2). De ruimte G is ook gelijk aan PGL(2). We bekijken de werking van G op
een element 7 € X dat we kunnen noteren als ([g]) met [g] € PGL(2). Het element [g] wordt
gestuurd naar [hgh™!] voor een [h] € G. De werking wordt dus gegeven door conjugeren. Dit

komt omdat de source en target in deze quiver met elkaar overeenkomen. We noteren:
X/G =PGL(2)/PGL(2).
Dit bestaat alleen uit de triviale klasse.

Voorbeeld 5.20. Stel we hebben de volgende quiver gegeven:

We weten dat er bij een afbeelding van My (k) naar My (k) maar één Bratteli diagram mogelijk
is. Dit is namelijk het Bratteli diagram dat correspondeert met de identieke afbeelding. Zo is
er voor de automorfismen ook maar één Bratteli diagram mogelijk en dus hebben we te maken
met de permutatie die niets doet. We weten dat de ruimte van alle mogelijke representaties
X gelijk is aan gég; = PGL(2). Daarnaast weten we ook dat de automorfismen op de source
overeenkomen met PGL(2) en zo ook voor de target. We gaan kijken hoe de werking op een
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element m € X eruit ziet. We kunnen = in dit geval beschrijven met ([g]) voor een [g] € PGL(2),
omdat we te maken hebben met maar één Bratteli diagram. Deze wordt onder de werking van
een element ([h¢], [hs]) € PGL(2) x PGL(2) gestuurd naar [h;gh']. We zien dus dat PGL(2)
behorend bij de target, links werkt op [g] als [h g] en dat daarnaast PGL(2) behorend bij de
source, rechts werkt op [g] als [gh;!]. We hebben dus te maken met dubbele nevenklassen en
daarom geldt:

X/G = PGL(2) \ PGL(2)/ PGL(2).

Dit bestaat alleen uit de triviale klasse.

Voorbeeld 5.21. Laat de volgende quiver gegeven zijn:

(o)
Voor elke mogelijk homomorfisme tussen de algebra’s Ma(k) en My (k) en tussen My (k) en My(k)
is maar één Bratteli diagram mogelijk. We zien dan dat X gelijk is aan PGL(2) x PGL(4) en
dat we elk element hieruit kunnen weergeven als: ([ge,], [ge,]). We gaan kijken hoe een element
([h1], [h2], [h3]) wit G = PGL(2) x PGL(2) x PGL(4) hierop werkt. De quiver representatie
wordt gestuurd naar ([hage, h '], [R3geshs ']). We zien dus dat PGI(2) rechts werkt op [ge,] en

dat PGL(4) links werkt op [ge,]. Daarnaast hebben we dat PGL(2) links werkt op [ge,] en
tegelijkertijd rechts werkt op [ge,]. We hebben dan dat:

X/G = PGL(4) \ PGL(4) X par(2) PGL(2)/PGL(2).

We concluderen uit dit hoofdstuk dat we bij een quiver @@ = (I, E') en een matrixalgebra A; toe-
gewezen aan elke vertex ¢ € I, in het algemeen de ruimte van representaties modulo equivalentie
weer kunnen geven door:

[eer s, GL(Awe)/GL(¢8, (As(e)')
[Lic; PGL(A;i) x S(A;)

X/G =
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