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[Samenvatting]

In deze scriptie gaan we Dehn’s oplossing van het
derde probleem van Hilbert uitwerken. Het probleem
is gerelateerd aan de volgende vraag: “Is het gege-
ven twee willekeurige veelvlakken van gelijk volume
altijd mogelijk om het eerste veelvlak in een eindig
aantal polyhedrale stukken op te delen, die vervol-
gens weer worden samengevoegd met als resultaat het
tweede veelvlak?”. Eerst bekijken we wat het twee-
dimensionale geval van dit probleem, de stelling van
Wallace-Bolyai-Gerwien, inhoudt. Daarna introdu-
ceren we de Dehn invariant, waarmee we uiteindelijk
een tegenvoorbeeld zullen vinden waardoor het alge-
mene antwoord op de vraag van Hilbert ‘nee’ is.
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Hoofdstuk 1

Inleiding

Het derde probleem van Hilbert is een wiskundig probleem dat wordt gezien
als een van de eenvoudigste van de 23 problemen van de twintigste eeuw,
die hij voorstelde tijdens een voordracht op het Internationaal Wiskunde-
congres van 1900. Het probleem is gerelateerd aan de volgende vraag: “Is
het gegeven twee willekeurige veelvlakken van gelijk volume altijd mogelijk
om het eerste veelvlak in een eindig aantal polyhedrale stukken op te de-
len, die vervolgens weer worden samengevoegd met als resultaat het tweede
veelvlak?”. Door eerdere geschriften van Carl Friedrich Gauss vermoedde
Hilbert dat het antwoord hierop ‘nee’ is. Zijn student Max Dehn bevestigde
dit vermoeden door een tegenvoorbeeld te produceren. Hierdoor werd het
antwoord in het algemeen ‘nee’.

David Hilbert (1862-1943) was een Duits wiskundige. Hij wordt gerekend
tot de meest invloedrijke wiskundigen van de negentiende en begin twin-
tigste eeuw. Niet alleen vanwege zijn eigen ontdekkingen, maar ook zijn
leidinggevende rol in de wiskunde en de door hem opgezette ‘kweekschool’
van jonge veelbelovende en later veelal zeer belangrijke wiskundigen, zijn
wat hem onderscheidt. Gedurende het grootste gedeelte van zijn leven was
hij hoogleraar aan de Universiteit van Göttingen.

Max Dehn (1878 - 1952) was ook een Duitse wiskundige. Hij is het meest
bekend door zijn werk op het gebied van de meetkunde, de topologie en de
meetkundige groepentheorie. Hij bestuurdeerde in 1899 aan de Universiteit
van Göttingen met Hilbert de grondslagen van de meetkunde. Toen hij bij
de Universiteit van Münster werkte, loste hij in 1900 het derde probleem
van Hilbert op, door de introductie van wat later als Dehn invariant werd
aangeduid. Het derde probleem van Hilbert wordt daarom ook vaak de stel-
ling van Dehn genoemd.
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De stelling van Wallace-Bolyai-Gerwien stelt dezelfde vraag over veelhoeken
in twee dimensies. De stelling luidt als volgt: ”Elke twee eenvoudige polygo-
nen van gelijke oppervlakte zijn stuksgewijs congruent, dat wil zeggen dat je
het eerste polygoon in eindig veel polygonale stukken kunt opdelen en deze
kunt transformeren zodat je het tweede polygoon krijgt.”Bolyai formuleerde
als eerste de vraag, waarna Gerwien de stelling in 1833 bewees, maar eigen-
lijk had Wallace de stelling al bewezen in 1807. Andere bronnen vermelden
echter dat Bolyai en Gerwien de stelling individueel hadden bewezen in 1933
en 1935. Aangezien het niet duidelijk is wie als eerste het bewijs geleverd
heeft, is de stelling naar alle drie vernoemd.

Tijdens het volgen van het college ’Euclidische Meetkunde’ is mijn interesse
voor meetkunde gewekt. De Euclidische Meetkunde is een wiskundig sys-
teem dat wordt toegeschreven aan de Griekse wiskundige Euclides van
Alexandrië. Zijn werk, de Elementen, is de vroegst bekende systematische
bespreking van de meetkunde. De Elementen is een van de meest invloed-
rijke boeken uit de geschiedenis, niet alleen om de wiskundige inhoud, maar
vooral vanwege de gehanteerde axiomatische methode. Deze methode be-
staat eruit om uitgaande van een kleine verzameling van intüıtief aanspre-
kende axioma’s, vervolgens vele andere proposities, lemma’s en stellingen te
bewijzen. Hoewel veel van Euclides’ resultaten reeds eerder door vroegere
Griekse wiskundigen waren geformuleerd, was Euclides de eerste die liet zien
hoe deze proposities in elkaar grijpen in een alomvattend deductief en lo-
gisch systeem.

In deze scriptie zal ik eerst de stelling van Wallace-Bolyai-Gerwien formu-
leren en bewijzen. Hierbij zal ik gebruik maken van de Euclidische meet-
kunde. Daarna zal ik uitleg geven over het tensorproduct en de werking
hiervan. Hiermee introduceer ik de Dehn invariant. Vervolgens zal ik in
navolging van Dehn het derde probleem van Hilbert oplossen. Deze scriptie
is een op zichzelf staand stuk over Dehn’s oplossing van het derde probleem
van Hilbert.
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Hoofdstuk 2

Tweedimensionaal

In dit hoofdstuk gaan we de stelling van Wallace-Bolyai-Gerwien formuleren
en bewijzen. Hierbij maken we gebruik van de volgende literatuur: [2], [4]
en [5]. Eerst zullen we met een voorbeeld laten zien wat deze stelling precies
inhoudt. Hiervoor definiëren we eerst wat we onder een polygoon verstaan.

Definitie 2.1. Een veelhoek of polygoon is een meetkundig figuur in een
plat vlak, gevormd door rechte lijnen.

2.1 Een voorbeeld

Voorbeeld 2.2. In dit voorbeeld beschrijven we hoe een gelijkzijdige drie-
hoek in stukjes kan worden opgedeeld en die daarna weer aan elkaar kunnen
worden geplakt om zo een vierkant van dezelfde oppervlakte te krijgen. De
constructie gaat als volgt:
We beginnen met een gelijkzijdige driehoek ABC met zijden van lengte 2.
Construeer nu punt D het midden van zijde AB en punt E het middel van
zijde AC. Zie figuur 2.1 a en b.

(a) (b)

Figuur 2.1: 4ABC
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De zijden van de driehoek zijn 2. Hieruit volgt dat de hoogte
√

3 moet zijn.

Dan geldt opp(4ABC) =
1

2
· 2 ·
√

3 =
√

3. De oppervlakte van het vierkant

moet ook
√

3 zijn, wat betekent dat de zijden van het vierkant 4
√

3 moeten
zijn. We gaan eerst met behulp van een rechthoekige driehoek een lijnstuk
van lengte

√
3 construeren.

Figuur 2.2: 4PQR

Bekijk figuur 2.2. De zijden van de rechthoekige driehoek ABC zijn PR = 2
en QR = 1. Met de stelling van Pythagoras volgt nu:
PQ2 = PR2 −QR2 = 22 − 12 = 4− 1 = 3. Hieruit volgt dat PQ =

√
3.

Nu we een zijde met lengte
√

3 kunnen construeren, gaan we een zijde van
lengte 4

√
3 construeren. We maken hierbij gebruik van een cirkel met diame-

ter
√

3 + 1. Zie figuur 2.3.

Figuur 2.3: Cirkel met diameter
√

3 + 1
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We construeren nu een lijn loodrecht op lijnstuk SU door T . Hierdoor
krijgen we de snijpunten V en W . Zie figuur 2.4.

(a) (b)

Figuur 2.4: Cirkel

Bewering: TW = 4
√

3.
Het bewijs van deze bewering gaat als volgt. Er geldt:

∠TSW = π − ∠STW − ∠SWT = π − π

2
− ∠SWT =

π

2
− ∠SWT

∠TWU =
π

2
− ∠SWT

Dus ∠TSW = ∠TWU . Verder weten we dat ∠STW = ∠WTU =
π

2
.

Aangezien twee hoeken gelijk zijn, moet de derde hoek ook gelijk zijn, en
hieruit volgt dat 4STW ∼ 4WTU .

Hieruit volgt
TU

TW
=

TW

ST
, ofwel TW 2 = TU · ST = 1 ·

√
3 =

√
3, ofwel

TW = 4
√

3. Dus onze bewering was juist.
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Nu we een lijnstuk van lengte 4
√

3 hebben geconstrueerd, kunnen we verder
met de gelijkzijdige driehoek ABC. Teken een cirkel met middelpunt E en
straal 4

√
3. Zie figuur 2.5 a en b.

(a)
(b)

Figuur 2.5: 4ABC

Noem het snijpunt van de cirkel met zijde BC: F . Teken nu een cirkel met
middelpunt F en straal 1. Noem het snijpunt van de cirkel met zijde BC:
G. Teken lijnstuk EF . Construeer nu een loodrechte lijn door D op lijnstuk
EF en een loodrechte lijn door G op lijnstuk EF . Zie figuur 2.6.

Figuur 2.6: 4ABC
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We zijn nu klaar met onze constructie. Door de stukken op een andere
manier aan elkaar plakken ontstaat het volgende vierkant:

Figuur 2.7: 4ABC als vierkant

Merk op dat de letters in het vierkant dezelfde letters zijn als bij de gelijk-
zijdige driehoek.

De volgende eigenschappen gelden nu:

� ∠DHE = ∠EIG = ∠GIF = ∠FHD =
π

2

� ∠AEH + ∠CEI = π

� ∠IGC + ∠IGF = π

� ∠ADH + ∠BDH = π

� ∠FBD + ∠DAE + ∠ECG = π

Hieruit volgt dat alle hoekpunten van het vierkant inderdaad
π

2
zijn en dat

de stukken van de driehoek op de juiste manier aan elkaar passen. We
moeten nu nog laten zien dat de zijden van het vierkant ook daadwerkelijk
4
√

3 zijn. In de gelijkzijdige driehoek ABC geldt EF = FH+HI+IE = 4
√

3,
want dit hebben we zo geconstrueerd.

13



Teken nu lijnstuk DE. Omdat ∠BAC =
π

3
en AD = AE geldt dat 4ADE

een gelijkzijdige driehoek is, dus DE = 1. Bekijk nu figuur 2.8.

Figuur 2.8: Polygoon DEIGFH

Er geldt:

� DE = FG = 1

� ∠DHE = ∠GIF =
π

2

� ∠GFI = ∠DEH (Z-hoek)

Dus er geldt 4DHE ' 4GIF .
Hieruit volgt dat FI = HE, ofwel FH = IE en HD = IG.
Dan HE + IE = HI + IE + IE = HF +HI + IE = EF = 4

√
3

en HF + FI = HF +HF +HI = HF +HI + IE = EF = 4
√

3.
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We moeten nog laten zien dat ook geldt: HD+HD = 4
√

3 en IG+IG = 4
√

3.
Teken de loodlijn door A op BC en noem het snijpunt met DE: K, en het
snijpunt met FG: J . Zie figuur 2.9.

Figuur 2.9

Er geldt:

Opp(4DEF ) =
1

2
·HD · EF

Opp(4GFE) =
1

2
· IG · EF

Omdat HD = IG volgt dat opp(4DEF ) = opp(4GFE). We weten dat

AJ =
√

3. Als we naar 4AKE kijken, dan volgt hieruit dat AK =
1

2

√
3,

ofwel KJ =
1

2

√
3. Dan opp(DEGF ) = KJ · FG =

1

2

√
3 · 1 =

1

2

√
3.

Er geldt ook opp(DEGF ) = opp(4DEF )+opp(4GFE) = 2·opp(4DEF ).

Hieruit volgt
1

2

√
3 = HD ·EF = HD · 4

√
3, ofwel HD =

1

2

√
3

4
√

3
=

1

2
4
√

3. Dus

HD +HD =
1

2
4
√

3 +
1

2
4
√

3 = 4
√

3 en HD = IG, dus IG+ IG = 4
√

3.
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Nu zijn alle zijdes van het vierkant 4
√

3, dus de oppervlakte van het vierkant
is
√

3. Dus we hebben nu bewezen dat je een gelijkzijdige driehoek in stuk-
ken kunt knippen en deze kunt samenstellen tot een vierkant van dezelfde
oppervlakte. Zie figuur 2.10 a en b.

(a) De driehoek (b) Het vierkant

Figuur 2.10
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2.2 De Wallace-Bolyai-Gerwien stelling

Aan het begin van dit hoofdstuk hebben we gedefinieerd wat we onder een
veelhoek oftewel een polygoon verstaan. We voegen hier enkele definities
aan toe.

Definitie 2.3. Een polygoon heet eenvoudig als de zijden van het polygoon
elkaar niet snijden.

Definitie 2.4. Een polygoon heet convex als het een eenvoudig polygoon is
waarvan het interieur convex is. Dat wil zetten dat elke interne hoek kleiner
dan of gelijk aan π is oftewel dat elk lijnstuk tussen twee hoekpunten binnen
of op de rand van het polygoon loopt. Een eenvoudig polygoon is strikt
convex als elke interne hoek strikt minder is dan π.

Definitie 2.5. Een polygoon heet concaaf als het niet eenvoudig en niet
convex is.

Definitie 2.6. Een polygoon heet regelmatig als het eenvoudig en convex
is en als alle hoeken even groot en alle zijden even lang zijn.

Definitie 2.7. We noemen twee polygonen stuksgewijs congruent als het
mogelijk is om het eerste polygoon in polygonale stukjes op te delen en deze
herorganiseren zodat je het tweede polygoon krijgt.

Opmerking 2.8. Deze relatie is een equivalentierelatie, want:

� De relatie is reflexief, want elk polygoon is stuksgewijs congruent met
zichzelf.

� De relatie is symmetrisch, want als een polygoon A stuksgewijs con-
gruent is met een polygoon B, dan is polygoon B stuksgewijs congruent
met polygoon A.

� De relatie is transitief, want als polygoon A stuksgewijs congruent is
met polygoon B, en polygoon B is stuksgewijs congruent met polygoon
C, dan is polygoon A stuksgewijs congruent met polygoon C.
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Voorbeeld 2.9. We geven nu van de bovenstaande definities enkele voor-
beelden.

(a) (b)

(c) (d)

Figuur 2.11: Enkele voorbeelden

In figuur 2.11 is (a) een eenvoudig polygoon, (b) een convex polygoon, (c)
een concaaf polygoon en (d) een regelmatig polygoon.

Lemma 2.10. Elk polygoon kan in een eindig aantal driehoeken worden
opgedeeld.

Bewijs. Dit is duidelijk voor alle convexe polygonen, aangezien de bissectri-
ces van de hoekpunt dan de opdeling definiëren. Een bewijs voor elk soort
polygoon gaat met behulp van het principe van inductie.
Stel n is het aantal hoekpunten. Voor n = 3 is het resultaat triviaal. Stel
nu dat het bewezen is voor alle polygonen met minder dan k hoekpunten
en bekijk een polygoon met k hoekpunten. Bekijk nu drie aangrenzende
hoekpunten zodat de interne hoek ABC minder dan π is. Als AC helemaal
binnen het polygoon ligt, zijn we klaar. Want als we dan 4ABC afsnijden,
houden we een polygoon van k−1 hoekpunten over en volgens onze inductie
aanname kan dit opgedeeld worden in een eindig aantal driehoeken.
Als AC niet geheel binnen het polygoon ligt, draaien we een lijnstuk AX,
die aanvankelijk samenviel met AB, in de richting van AC.
Zij P het snijpunt van AX met BC en stop met draaien van het lijnstuk,
zodra AP niet meer geheel uit interieurpunten van het polygoon bestaat
(behalve de randpunten A en P zelf). Dan zijn er nu twee opties:

1. AX valt nu samen met AZ. In dit geval zijn we klaar zodra we4BAZ
afsnijden, want dan houden een polygoon van k − 1 hoekpunten over
en volgens onze inductie aanname kan dit opgedeeld worden in een
eindig aantal driehoeken.

2. AX snijdt de rand van het polygoon op een (of meer) punten tussen
A en P . Zij het dichtstbijzijnde punt van punt A: Q. Dan is Q een
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(a) (b)

Figuur 2.12:

hoekpunt en de diagonaal AQ deelt het polygoon op in twee polygonen
die beide minder dan k hoekpunten hebben, en die dus vanwege onze
aanname opgedeeld kunnen worden in een eindig aantal driehoeken.

Met behulp van inductie is het lemma nu bewezen.

Lemma 2.11. Elke driehoek is stuksgewijs congruent met een rechthoek.

Bewijs. Zij BC de langste zijde van 4ABC en zij D en E de middens van
zijde AB en AC. Hieruit volgt dat 4ABC ∼ 4ADE. Verleng DE tot F
zodat er geldt DE = EF en teken de loodlijn DM op BC. Verleng BC en
teken de loodlijn FN op het verlengde van BC. Zie figuur 2.13.

Figuur 2.13

Er geldt:

� AE = EC

� ∠AED = ∠FEC (overstaande hoek)

� DE = EF

Dus 4ADE ' 4FCE.
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Verder geldt er:

� MD = NF

� CF = BD

� ∠CNF = ∠BMD =
π

2

Dus 4CNF ' 4BMD.

Figuur 2.14

Uit figuur 2.14 volgt nu dat driehoek ABC stuksgewijs congruent is met
rechthoek DMNF .

Lemma 2.12. Elke rechthoek is stuksgewijs congruent met een rechthoek,
waarvan de lengte van de basis een rationaal aantal eenheden is.

Figuur 2.15

Bewijs. Als ofwel de lengte van zijde AD ofwel de lengte van zijde AB van de
gegeven rechthoek ABCD rationaal is, is er niks te bewijzen. In elk geval is
het mogelijk om een rationaal getal r te vinden zodat AD < r < AC. Teken
een cirkel met middelpunt B en straal r. Deze snijdt het verlengde van DC
in X. Bekijk figuur 2.15. Teken BX en teken een lijn parallel aan BX door
A. Deze lijn snijdt DC tussen D en C vanwege onze keuze van r. Teken de

20



loodlijnen op de lijn door A en noem de snijpunten respectievelijk Z en Y .
Teken nu de lijnen XY , BZ en AY . Het is duidelijk dat 4AZB ' 4WYX
en dat 4ADW ' 4BCX. Hieruit volgt dat rechthoek ABCD in stukjes
opgedeeld kan worden zodat rechthoek BXY Z ontstaat waarbij de basis
BX een rationale lengte heeft.

Lemma 2.13. Een rechthoek waarvan de basis een rationale lengte heeft,
is stuksgewijs congruent met een rechthoek waarvan de basis een lengte van
één eenheid is.

Bewijs. Zij de lengte van de basis van de gegeven rechthoek
m

n
eenheden,

waarbij m,n ∈ N. Deze rechthoek kunnen we vervolgens in m rechthoeken

met basis
1

n
opdelen, en deze kunnen we op elkaar opstapelen, zodat er weer

één enkele rechthoek ontstaat. Deze lange dunne rechthoek kunnen we weer
opdelen in n congruente rechthoeken. Als we deze n congruente rechthoeken
naast elkaar plaatsen, vormen deze samen één rechthoek met basis 1.

Als we deze laatste drie lemma’s combineren zien we dat elke driehoek stuks-
gewijs congruent is met een rechthoek met basis 1, vanwege de transitiviteit
van stuksgewijs congruentie. Met deze lemma’s kunnen we dus de volgende
stelling bewijzen:

Stelling 2.14. (Wallace-Bolyai-Gerwien stelling) Elke twee eenvoudige po-
lygonen van gelijke oppervlakte zijn stuksgewijs congruent, dat wil zeggen dat
je het eerste polygoon in eindig veel polygonale stukken kunt opdelen en deze
kunt transformeren zodat je het tweede polygoon krijgt.

Opmerking 2.15. Met transformeren bedoelen we dat op elk stuk van de
polygonen een translatie en rotatie toegepast mag worden.

Bewijs. We geven hier een schets van het bewijs. Elk polygoon kan op-
gedeeld worden in driehoeken, vanwege lemma 2.10. Vervolgens kunnen we
elke driehoek transformeren tot een rechthoek van dezelfde oppervlakte, van-
wege lemma 2.11. Elke rechthoek kunnen we transformeren in een rechthoek
met een basis van rationale lengte, vanwege lemma 2.12. Vervolgens kunnen
we elke rechthoek weer transformeren in een rechthoek met een basis van
lengte 1, vanwege lemma 2.13. Als we al deze rechthoeken op elkaar stapelen
zien we dat elk polygoon stuksgewijs congruent is met een rechthoek met
een basis van lengte 1 en hiermee is de stelling bewezen.
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Hoofdstuk 3

Tensorproducten

In dit hoofdstuk hebben we gebruik gemaakt van de literatuur [3].
We beginnen met een algemene definitie van een bilineaire functie.

Definitie 3.1. Laat U, V en W vectorruimten zijn. Een functie f : U ×
V −→W is bilineair als

f(au1 + bu2, v) = af(u1, v) + bf(u2, v)

f(u, av1 + bv2) = af(u, v1) + bf(u, v2)

voor alle u1, u2, u ∈ U , v1, v2, v ∈ V en voor alle a, b ∈ C

Noem de verzameling van alle bilineaire functies f : U × V −→ W nu
Bilin(U, V ;W ). Dan is het duidelijk dat dit een vectorruimte is met de
bijbehorende operaties.
We hebben nu voor elke u ∈ U een lineaire functie fu = f(u,−) : V −→W ,
en voor elke v ∈ V hebben we een lineaire functie fv = f(−, v) : U −→ W .
Het tensor product is een unieke vectorruimte (op isomorfie na) zodat voor
elke W geldt: L(U ⊗ V,W ) = Bilin(U, V ;W ).

Definitie 3.2. Laat U en V vectorruimten zijn. Dan is het tensorproduct
de vectorruimte U ⊗ V zodanig dat is voldaan aan:

1. Er is een bilineaire functie i : U × V −→ U ⊗ V ;

2. Gegeven een bilineaire functie f : U × V −→ W , is er een unieke
lineaire functie Lf : U ⊗ V −→W zodat Lf ◦ i = f .

Iets concreter gezegd, houdt dit het volgende in:
Het tensorproduct V ⊗KW van de vectorruimtes V en W over een lichaam K
kan worden gedefinieerd door voortbrengers en relaties. We noteren voort-
aan het tensorproduct over het lichaam K als V ⊗W in plaats van V ⊗KW .
Zij F (V ×W ) = {

∑n
i=1 αie(vi,wi)| n ∈ N, αi ∈ K, (vi, wi) ∈ V ×W} waar-

bij we het symbool e(v,w) gebruiken om aan te geven dat deze per definitie
onafhankelijk gekozen zijn voor vaste (v, w) ∈ V ×W .
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Het tensorproduct volgt vervolgens uit de volgende vier equivalentierelaties
in F (V ×W ):

e(v1+v2,w) ∼ e(v1,w) + e(v2,w)

e(v,w1+w2) ∼ e(v,w1) + e(v,w2)

ce(v,w) ∼ e(cv,w) ∼ e(v,cw)

waar v, v1, v2 ∈ V , w,w1, w2 ∈W en c ∈ K.

Nu is het tensorproduct van twee vectorruimtes de quotiëntruimte V ⊗W =
F (V ×W )/R. De vectorruimte R is dan de kern in V ⊗W zodat de boven-
staande equivalentierelaties de volgende gelijkheden worden in de tensorpro-
duct ruimte:

(v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w
v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2

cv ⊗ w = v ⊗ cw = c(v ⊗ w)

Laat {vi} en {wj} bases zijn voor respectievelijk V en W . Dan vormen de
tensoren {vi ⊗ wj} een basis voor V ⊗W . Hieruit volgt dat de dimensie
van het tensorproduct het product van de dimensies van de originele vector-
ruimtes is, zo heeft bijvoorbeeld Cm ⊗ Cn dimensie mn.

Stelling 3.3. Zij {e1, . . . , en} een basis voor Cn. Zij {f1, . . . , fm} een basis
voor Cm. Dan is {ei ⊗ fj} met 1 ≤ i ≤ n en 1 ≤ j ≤ m een basis voor
Cn ⊗ Cm. Bovendien geldt Cn ⊗ Cm ' Cnm.

Bewijs. Definieer ϕ : Cn ⊗ Cm −→ Cnm; ei ⊗ fj 7−→ gm(i−1)+j , waarbij
gk = (0, . . . , 1, . . . , 0) met een 1 op de k-de plek. Het is duidelijk dat
{g1, . . . , gnm} een basis is voor Cnm, dus Im(ϕ) = Cnm. Dus ϕ is sur-
jectief. Verder geldt dat dim(Cn ⊗ Cm) = nm en dim(Cnm) = nm, ofwel ϕ
is injectief. Hieruit volgt dat ϕ een bijectieve afbeelding is.
ϕ is een afbeelding die gedefinieerd is door basiselementen op basiselementen
af te beelden. We kunnen ϕ lineair uitbreiden. Hieruit volgt nu direct dat
ϕ een homomorfisme is. Dus ϕ is een bijectief homomorfisme ofwel een
isomorfisme. Hieruit volgt Cn ⊗ Cm ' Cnm.
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Hoofdstuk 4

Hilbert’s derde probleem

We gaan nu het derde probleem van Hilbert behandelen. We maken gebruik
van [1]. Daartoe bekijken we eerst de Dehn invariant, waarmee we kun-
nen laten zien dat het voor twee willekeurige veelvlakken van gelijk volume
niet altijd mogelijk is om het eerste veelvlak in een eindig aantal polyhe-
drale stukken op te snijden en die vervolgens weer samen te voegen met als
resultaat het tweede veelvlak.

Definitie 4.1. Een veelvlak, polyëder of polyhedron is een driedimensionaal
object waarvan alle kanten begrensd zijn door platte zijvlakken en rechte
ribben. Waar de zijvlakken aan elkaar grenzen, zitten de ribben van het
veelvlak, en waar de ribben elkaar tegenkomen, zitten de hoekpunten.

Voorbeeld 4.2. Twee belangrijke voorbeelden zijn:

(a) Een tetraëder (b) Een kubus

Figuur 4.1
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4.1 Dehn invariant

Max Dehn was een Duits wiskundige en een student van David Hilbert. In
1900 loste hij het derde probleem van Hilbert op, door de introductie van
wat later als Dehn invarianten werd aangeduid.

Definitie 4.3. Een dihedrale hoek is de hoek die we associëren met een
rand van een polyhedron. Het is de hoek tussen de twee vlakken die deze
rand opspannen.

Om deze hoek te vinden draaien we het polyhedron zodanig dat de hoek
verticaal staat en dat we neerkijken op het polyhedron. De twee vlakken die
de rand bevatten, zijn dan te zien als lijnsegmenten en de hoek tussen deze
lijnsegmenten is de dihedrale hoek. We definiëren de dihedrale hoek zodanig
dat een rechte hoek waarde 1

2π heeft. Hieruit volgt dat alle dihedrale hoeken
van een kubus waarde 1

2π hebben.

Opmerking 4.4. Alle randen van een regelmatig polyhedron hebben de-
zelfde dihedrale hoek.

Definitie 4.5. ZijA een polyhedron. De Dehn invariantD(A) is het element
in V = R⊗ (R/Q) gegeven door

D(A) =
∑
a

l(a)⊗ β(a)

π

waar a over de randen van A loopt en l(a) en β(a) respectievelijk de lengte
van a en de dihedrale hoek van a zijn.

Voorbeeld 4.6. Aangezien alle dihedrale hoeken van een kubus waarde 1
2π

hebben, volgt hieruit dat de Dehn invariant van een kubus 0 is.

Definitie 4.7. Een vertex of een hoekpunt is het punt waar twee rechte
stukken van een open of gesloten veelhoek bij elkaar komen. In een polyhe-
dron zijn dit de hoeken die ingesloten worden door twee randen.

Stelling 4.8. Neem A zoals in definitie 4.5. Wanneer we A opdelen in A1

en A2, dan geldt: D(A) = D(A1) +D(A2).

Bewijs. Het opdelen van het polyhedron bestaat uit 3 onderdelen. Bij het
opdelen kunnen namelijk hoeken of randen opgedeeld worden en er kunnen
nieuwe randen ontstaan als een vlak wordt opgedeeld. We kijken eerst naar
wat er gebeurd als een rand wordt opgedeeld. We bekijken een rand a met
bijbehorende l(a) en β(a) van het polyhedron A. Zie figuur 4.2.
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Figuur 4.2: Rand a

Een rand kan op twee manieren opgedeeld worden.

Geval 1: In het eerste geval maken we een vlak dat de hoek β(a) opdeelt,
maar waarbij de lengte l(a) hetzelfde blijft. Zie figuur 4.3.

Figuur 4.3

Noem nu de twee nieuwe hoeken β1(a) en β2(a) met de eigenschap
β(a) = β1(a) + β2(a) en de twee polyhedra die ontstaan A1 en A2.
Zie figuur 4.4.

Figuur 4.4

We kijken nu alleen naar de rand a en laten zien dat de Dehn invariant
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lineair is.

l(a)⊗ β1(a)

π
+ l(a)⊗ β2(a)

π
= l(a)⊗ β1(a) + β2(a)

π

= l(a)⊗ β(a)

π

We maken hierbij gebruik van de lineariteit van het tensorproduct.

Geval 2: In het tweede geval maken we een vlak dat de lengte l(a) opdeelt,
maar waarbij de hoek β(a) hetzelfde blijft. Zie figuur 4.5.

Figuur 4.5

Noem nu de twee nieuwe randen a1 en a2 met de eigenschap
l(a1) + l(a2) = l(a) en de twee polyhedra die ontstaan A1 en A2.
Zie figuur 4.6.

Figuur 4.6

We kijken nu alleen naar de rand a en laten zien dat de Dehn invariant
lineair is.

l(a1)⊗
β(a)

π
+ l(a2)⊗

β(a)

π
= (l(a1) + l(a2))⊗

β(a)

π

= l(a)⊗ β(a)

π

We maken hierbij gebruik van de lineariteit van het tensorproduct. Merk
op dat het kantelen of het draaien van het vlak dat rand a opdeelt, niet van
invloed is op de opdeling van rand a.
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We kijken nu wat er gebeurd als een vlak wordt opgedeeld. We beginnen
met een vlak en dit vlak wordt vervolgens doorgesneden door een ander vlak.
Zie figuur 4.7.

(a) (b)

Figuur 4.7

In het oude vlak ontstaat nu een nieuwe rand, namelijk rand b. We gaan
nu naar de Dehn invariant van rand b kijken. De bijbehorende hoek is de
dihedrale hoek tussen de twee vlakken. We noemen deze hoek β(b). Noem
rand b in polyhedron A1 b1 en de dihedrale hoek β1(b) en in polyhedron A2

b2 en de dihedrale hoek β2(b). Het is duidelijk dat geldt l(b1) = l(b2) en
β1(b) + β2(b) = π.
Er geldt nu:

l(b1)⊗
β(b1)

π
+ l(b2)⊗

β(b2)

π
= l(b1)⊗

β(b1) + β(b2)

π

= l(b1)⊗
π

π
= 0

We hebben hierbij gebruik gemaakt van de lineariteit van het tensor product.
Als we het blauwe vlak kantelen verandert de Dehn invariant niet, aangezien
ook dan weer geldt β1(b) + β2(b) = π.

Als derde kijken we naar de hoeken van polyhedron A. De enige hoeken
die meegenomen worden in de Dehn invariant zijn de dihedrale hoeken.
De andere hoeken, genaamd vertexen, hebben geen invloed op de Dehn
invariant. Het is duidelijk dat als deze opgedeeld worden, de Dehn invariant
niet verandert.
Hieruit volgt D(A) = D(A1) +D(A2) en dus is de Dehn invariant lineair.
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4.2 Irrationaliteit

We gaan nu naar de Dehn invariant van de tetraëder kijken en laten zien
dat deze onmogelijk gelijk kan zijn aan 0, zoals de Dehn invariant van de
kubus.

Figuur 4.8

In figuur 4.8 is een regelmatig tetraëder getekend met de volgende hoekpun-
ten:

A(1, 1, 1); B(1,−1,−1); C(−1, 1,−1); D(−1,−1, 1)

met ribben van lengte
√

2.
We willen de hoek tussen de vlakken ABC en ACD bepalen. Hiervoor
stellen we eerst de vergelijkingen op van de vlakken. Een vergelijking van
een vlak is altijd van de vorm ax+ by+ cz = 1. Voor het vlak ABC moeten
het volgende stelsel van vergelijkingen oplossen:

a+ b+ c = 1

a− b− c = 1

−a+ b− c = 1

Hieruit volgt dat de vergelijking van vlak ABC x + y − z = 1 is. Voor het
vlak ACD moeten het volgende stelsel van vergelijkingen oplossen:

a+ b+ c = 1

−a+ b− c = 1

−a− b+ c = 1

Hieruit volgt dat de vergelijking van vlak ACD −x + y + z = 1 is. De
normaalvector van vlak ABC is dan (1, 1,−1) en de normaalvector van vlak
ACD is (−1, 1, 1). Zij α de hoek tussen de twee normaalvectoren. Dan is α
de hoek tussen de twee vlakken. Er geldt:

cos(α) =
| (1, 1,−1) · (−1, 1, 1) |
‖ (1, 1,−1) ‖‖ (−1, 1, 1) ‖

=
| −1 |√
3 ·
√

3
=

1

3
.
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Dus de hoek tussen twee vlakken in een regelmatige tetraëder is arccos
(
1
3

)
.

We willen bewijzen dat de dihedrale hoek van een regelmatig tetraëder irra-
tionaal is. Hiervoor plaatsen we de tetraëder in de ruimte zodanig dat één
zijde verticaal is. We werken nu niet in R3, maar in C × R. Dit kan, want
er geldt R3 ' R2 × R ' C × R. Hierdoor is het duidelijker om de verticale
richting aan te geven.

Figuur 4.9

Bekijk nu figuur 4.9. In de eenheids-
cirkel hebben we het punt aangegeven
waarvoor geldt x = arccos

(
1
3

)
. Voor de

punten op de eenheidscirkel geldt:

cos2(x) + sin2(x) = 1

sin2(x) =
8

9

sin(x) = ±
√

8

9

sin(x) = ±2
√

2

3

Bekijk nu ω = eiarccos(
1
3). Hieruit volgt het complexe getal ω =

1

3
+

2
√

2

3
i.

Dan geldt dat |ω| = 1, ofwel ω ligt op de eenheidscirkel.

We willen nu bewijzen dat er geen n ∈ N bestaat zodanig dat ωn = 1. Dit
betekent dat de dihedrale hoek gedeeld door π van een regelmatig tetraëder
irrationaal is, want als geldt ωn = 1 en ω = eiα, dan moet gelden nα = 2πk
met k ∈ Z, wat zou betekenen dat arccos

(
1
3

)
rationaal is voor α = arccos

(
1
3

)
.

Figuur 4.10

Eerst kijken we naar de eerste zes
machten van ω.

ω1 =
1

3
+

2
√

2

3
i

ω2 =
−7

9
+

4
√

2

9
i

ω3 =
−23

27
− 10

√
2

27
i

ω4 =
17

81
− 56

√
2

81
i

ω5 =
241

243
− 22

√
2

243
i

ω6 =
329

729
+

460
√

2

729
i

Hieruit volgt ωn 6= 1 voor n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
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Zij Z + Zω de verzameling getallen van de vorm a + bω met a, b ∈ Z. Dan
is deze verzameling discreet, aangezien elke schijf maar een eindig aantal
elementen van Z + Zω bevat. Zie figuur 4.11.

Figuur 4.11

Zij nu n > 7 het kleinste getal waarvoor geldt ωn = 1. Definieer Z[ω] als de
verzameling van de getallen van de vorm

a0 + a1ω + a2ω
2 + ...+ an−1ω

n−1

met a0, ..., an−1 ∈ Z.
Z[ω] is een ring, want Z[ω] heeft de volgende eigenschappen:

1. Z[ω] is gesloten voor optelling. Er geldt:

(a0 + a1ω + ...+ an−1ω
n−1) + (b0 + b1ω + ...+ bn−1ω

n−1) =

(a0 + b0) + (a1 + b1)ω + ...+ (an−1 + bn−1)ω
n−1

waar ao + bo, ..., an−1 + bn−1 ∈ Z, want Z is gesloten voor optelling.
Dus Z[ω] is gesloten voor optelling.

2. Z[ω] is gesloten voor vermenigvuldiging. Er geldt:

n−1∑
i=0

aiω
i +

n−1∑
i=1

biω
i =

n−1∑
i=0

i∑
k=0

akbi−kω
i +

2n−2∑
i=n

i∑
k=0

akbi−kω
i

Het is duidelijk dat geldt akbi−k ∈ Z, want Z is gesloten voor ver-
menigvuldigen. Voor de tweede som gebruiken we dat geldt ωn = 1.
Hierdoor geldt voor m > n dat ωm = ωn · ωm−n = ωm−n waarbij
m− n < n. Hieruit volgt

2n−2∑
i=n

i∑
k=0

akbi−kω
i =

n−2∑
i=0

i∑
k=0

akbi−kω
i.

Aangezien Z[ω] gesloten is voor optelling, geldt nu dat Z[ω] gesloten
is voor vermenigvuldigen.
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3. De optelling van Z[ω] is associatief, aangezien de optelling van Z as-
sociatief is.

4. Z[ω] heeft een nulelement, namelijk het element 0 ∈ Z

5. Elk element van Z[ω] heeft een inverse element. Neem a0 + a1ω+ ...+
an−1ω

n−1 een willekeurig element van Z[ω]. Dan is het inverse element
(−a0) + (−a1)ω + ...+ (−an−1)ω

n−1, want dan geldt:

(a0 + a1ω + ...+ an−1ω
n−1) + ((−a0) + (−a1)ω + ...+ (−an−1)ω

n−1) =

(a0 − a0) + (a1 − a1)ω + ...+ (an−1 − an−1)ω
n−1 = 0

6. De optelling van Z[ω] is commutatief, want de optelling van Z is com-
mutatief.

7. De vermenigvuldiging van Z[ω] is associatief, want de vermenigvuldi-
ging van Z is associatief.

8. De vermenigvuldiging van Z[ω] is links-distrubitief en rechts-distrubitief
ten opzichte van de optelling, want de vermenigvuldiging van Z is links-
distrubitief en rechts-distrubitief van de optelling.

Hieruit volgt nu (ωa − ωb)c ∈ Z[ω] voor alle a, b, c ∈ N.
Er zitten minstens 7 machten van ω op de eenheidscirkel. Aangezien de
omtrek van de eenheidscirkel 2π is, volgt dat minstens 2 van deze machten,
die ongelijk aan elkaar zijn, dichter dan 1 op elkaar zitten. Dus er zijn
k,m ∈ Z zodanig dat z := ωk − ωm met |z| < 1.

In figuur 4.10 is duidelijk te zien dat ω en ω6 dichter dan 1 op elkaar zitten.

Definieer nu z := ω − ω6 =
2

9
√

3
≈ 0, 13. Het is duidelijk dat |z| < 1.

Er geldt dat de getallen z, z2, z3, ... elementen van Z[ω] zijn. Bekijk nu het
rijtje z, z2, z3, ... en zie figuur 4.12. Aangezien |z| < 1, is het duidelijk dat
dit rijtje naar 0 convergeert.

Figuur 4.12

Hieruit volgt dat Z[ω] niet discreet is.
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Met het principe van inductie gaan we nu laten zien dat geldt

ωm = aω + b voorm ≥ 2

met a, b ∈ Q waarbij geldt

a =
p

3m−1
met p ∈ Z

en

b =
l

3m−2
met l ∈ Z.

We kijken naar m = 2.

ω2 =
2

3
ω − 1 met

2

3
, 1 ∈ Q.

Stel nu dat ωk−1 = aω + b voor zekere a, b ∈ Q. We moeten dan laten zien
dat het ook geldt voor k.

ωk = ωk−1 · ω
= (aω + b) · ω
= aω2 + bω

= a(
2

3
ω − 1) + bω

=
2

3
aω − a+ bω

=
2

3

p

3k−2
ω − a+

l

3k−3
ω

=
2p

3k−1
ω − a+

9l

3k−1
ω

=
2p+ 3l

3k−1
ω − p

3k−2

= cω + d

met c, d ∈ Q waarbij geldt

c =
2p+ 3l

3k−1
met 2p+ 3l ∈ Z

en
d =

p

3k−2
met p ∈ Z.

Hieruit volgt dat voor elke m ∈ N geldt ωm = aω + b, waarbij a en b zijn
zoals hierboven.
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We willen nu met het principe van inductie laten zien dat geldt

3n−1(a0 + a1ω + ...+ an−1ω
n−1) = u+ vω

met u, v ∈ Z. Voor n = 1 geldt

30(a0 + a1ω) = a0 + a1ω

waarbij a0, a1 ∈ Z.
Stel nu dat 3n−2(a0 + a1ω+ ...+ an−2ω

n−2) = u+ vω voor zekere u, v ∈ Z .
We moeten dan laten zien dat het ook geldt voor k.

3k−1(a0 + a1ω + ...+ ak−1ω
k−1) = 3k−1(a0 + a1ω + ...+ ak−2ω

k−2)

+ 3k−1ak−1ω
k−1

= 3 · 3k−2(a0 + a1ω + ...+ ak−2ω
k−2)

+ 3k−1ak−1ω
k−1

= 3(u+ vω) + 3k−1ak−1ω
k−1

= 3u+ 3vω + 3k−1ak−1(
p

3k−2
ω +

l

3k−3
)

= 3u+ 3vω + 3pak−1ω + 9l

= (3u+ 9l) + (3v + 3pak−1)ω

= x+ yω

waarbij x = (3u+9l) ∈ Z en y = (3v+3pak−1) ∈ Z, want u, v, p, l, ak−1 ∈ Z.
Maar dan is Z[ω] bevat in Z + Zω en dus discreet. Tegenspraak!
Er bestaat dus geen n ∈ N zodanig dat ωn = 1, dus ω is een irrationaal
getal en dus arccos

(
1
3

)
is een irrationaal getal. Hieruit volgt dat de Dehn

invariant van de tetraëder niet gelijk kan zijn aan 0.

Bekijk de tetraëder uit figuur 4.8. Dan geldt voor elke rand a dat l(a) =
√

2

en β(a) = arccos
(
1
3

)
. Dus de Dehn invariant is 6

(√
2⊗ arccos( 1

3)
π

)
.

Probleem 4.9. (Hilbert’s derde probleem) Is het gegeven twee willekeurige
veelvlakken van gelijk volume altijd mogelijk om het eerste veelvlak in een
eindig aantal polyhedrale stukken op te delen, die vervolgens weer worden
samengevoegd met als resultaat het tweede veelvlak?.

Oplossing. Doordat we bewezen hebben dat de Dehn invariant van een te-
traëder niet gelijk is aan 0 en de Dehn invariant van een kubus wel gelijk is
aan 0, hebben we een tegenvoorbeeld voor Hilbert’s derde probleem gevon-
den. Hierdoor is het antwoord op de vraag in het algemeen ‘nee’.
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